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う電磁界解析には不向きである．例えば，Trefftz法の 1つであるMultipole Method(MM) [32–35]
は，Holey fiberの空孔形状が円柱や楕円柱に限定されている．また，波動関数展開の展開次数を大
きくしすぎると計算精度が劣化する問題がある．
電磁界解析手法の問題を克服する手法として，FEM と Trefftz 法を併用し，Sakurai-Sugiura 法




な均質領域をそれぞれ 1 つの Trefftz 要素で分割できるため，半無限領域を近似するための PML
領域が不要となり，固有値問題の Degrees of freedom(DOF)が同程度であると，HTFEMは，FEM
より緻密な要素分割となる．また，金属円柱を取り扱う場合，誘電体と金属の 2層の円柱と考える
ことで，円柱のまま取り扱える．このように，HTFEMは，FEMの問題点を克服した手法である．















なる．固有ベクトルの微分値を計算する方法 [59–62] として，Nelson’s Method [63–66]，Direct











生成された 4×4以下の一般化固有値問題 (Generalized Eigenvalue problem:GEP)の行列式から固
有値を解とする 4次以下の代数方程式を導き，固有値を微分変数である波数についての陽関数とし





Step-index fiberと Dispersion flattened fiberである Holey fiberを解析対象として固有モード解析を
行い，他の手法と群速度と群速度分散の計算精度や計算時間を比較して，ADEFの妥当性，有用性
を示している．









5 章では，光ファイバの固有モード解析における HTFEM の定式化について述べている．Step-







光ファイバの断面内構造の自動最適化設計では，群速度 (Group Velocity:GV) や群速度分散



















他方，FEMや SSMによって生成される一般化固有値問題 (Generalized Eigenvalue Problem:GEP)
を 1 階，2 階微分したものに左固有ベクトルを掛けたものから計算する方法がある．しかしなが
ら，2階微分値の計算には固有ベクトルの微分が不可欠である．固有ベクトルの微分値を計算する








of Explicit Forms:ADEF) を開発した．この手法では，従来計算できなかった固有値と固有値の微
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図 2.1 屈折率 n1 の領域中に空孔が 12個存在する Holey fiberの断面構造
分値がそれぞれ縮退する場合についても計算可能であり，SSMを用いることで，FEMによる次元




用性を示す．具体例として，Step index fiberの HE11，TE01，HE21，TM01 モードについて，陰関








(r,θ ,z)として，構造の z方向の一様性から複素伝搬定数を γ ,角周波数を ω とすると電磁界 Φ は，
Φ (r,θ ,z, t) = Φ (r,θ)exp{ j (ωt − γz)} (2.1)
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と表せる．ここで，t は時間，Φ は電界 E もしくは磁界 H， jは虚数単位である．長手方向の電界


















ϕz(r,θ) = 0 (2.2)
を満足する．ここで，ϕz は電界成分 Ez もしくは磁界成分 Hz，k0 は真空中の波数，n は屈折率で
ある．
2.2.2 Step Index Fiberの Treffz法による定式化
屈折率 n1の無限領域Ω1中に，屈折率 n2で半径 aの誘電体円柱の領域Ω2を配置した Step Index
















m,i は未知展開係数，am,1 = bm,2 = 0，κi は領域 Ωi 中の断面内波数で
κi = (k20ni − γ2)1/2，i = 1,2，ϕ は E もしくは H，Jm は m次のベッセル関数，H
(2)
m は m次の第 2


































m,i について整理すると，固有値 γ，固有ベクトル B0 とした NEP，
T0(γ，k0)B0 = 0 (2.5)
を得る．ここで，T0(k0,γ) ∈ C4N×4N，B0 ∈ C4N×1 である．N は，(2.3)の空間高調波の打ち切り次
数 mが，−Mc ≤ m ≤ Mc より N = 2Mc +1である．
2.2.3 Holey FiberのMultipole Methodによる定式化
図 2.1に示すように，屈折率 n1 の無限領域中に屈折率 n2 の空孔が 12本配置されている Holey
Fiber(HF)を考える．各空孔は，空孔の中心が正六角形の頂点と重なるように配置され，内側の正
六角形の各空孔は，間隔 Λ2，外側の正六角形の各空孔は，間隔 Λ1 で配置され，内側の各空孔は直















となる．ここで，Jm は第 1種ベッセル関数である．(2.4)から電磁界の θ 成分を表し，各空孔境界
上で電磁界の接線成分が連続となる境界条件を課し，文献 [72]より，Grafの加法定理に基づき各
空孔間の相互作用を考慮し，文献 [32]のようにまとめると，最終的に， γ を固有値，B1 を固有ベ
クトルにした NEP，
T1(γ,k0)B1 = {0} (2.7)
である．ここで，T1(γ,k0) ∈ CN×N は γ と k0 の行列関数，B1 ∈ CN×1 は全ての円柱誘電体




2.3 Group Velocityと Group Velocity Dispersionの計算式
2.3.1 分散特性







































dω2 |λ=λ0 の k0 についての陽的表現について述べる．
2.3.2 SSMによる伝搬定数の計算
NEPの T (γ,k0)B = {0}に SSMを適用する．ここに，T (γ,k0)は係数行列であり，Bは固有ベク
トルである．これは，例えば (2.5)，(2.7)の一般化したものである．複素 γ 平面上に求解領域を指
定する，半径 ρ，中心 oの円を考え，SSMの積分を台形則の数値積分で近似評価すると，一般化
固有値問題 [39, 45]，
(H1 (k0)−ξ H0 (k0))x = {0} (2.10)
を得る．ここで，ξ と xは一般化固有値問題 (2.10)の，それぞれ，複素固有値，複素固有ベクトル
である．シフトハンケル行列 H1(k0)，ハンケル行列 H0(k0)は，k(k = 0,1, · · · ,2M－ 1)次のモーメ
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ント行列 µk(k0) ∈ CN×N を用いて，それぞれ，
H1 (k0) = [h1,mn(k0)]
=

µ1(k0) µ2(k0) . . . µM(k0)





µM(k0) µM+1(k0) . . . µ2M−1(k0)
 ,
(2.11)
H0 (k0) = [h0,mn(k0)]
=

µ0(k0) µ1(k0) . . . µM−1(k0)





















であり，ρ，oは SSMの求解領域の半径と中心，Nsは標本点数，cn = o+ρexp [j2π(n+1/2)/Ns] (n=
0,1, · · · ,Ns－ 1)，V ∈ CN×L は各要素が非ゼロであり，各列ベクトルが互いに直交したもの，上添
字 H はエルミート共役であることを示している. Lは，求解領域内の全固有値数より大きい値に定
め，モーメントの次数 M = 1であり，M×Lが求解領域中の全ての固有値数 Ne より大きな値に定
める.適切な Ns，ρ，oを定めることにより， H0(k0)，H1(k0)のランクが Ne となるため，(2.11)，
(2.12)を H0S(k0) = [h0,mn(k0)]，H1S(k0) = [h1,mn(k0)] (m,n = 1,2, · · · ,Ne) [39]とした，
(H1S (k0)−ξ H0S (k0))x = {0}, (2.14)
から固有値 ξl(l = 1,2, · · · ,Ne)が計算できる．複素固有値 γl(k0)は，ξl から，
γl(k0) = o+ρξl(k0), l = 1,2, · · · ,Ne. (2.15)
と計算できる．
GVと GVDの計算式，(2.8)，(2.9)は，(2.14)の固有値 ξ を用いて，






































det(H1S (k0)−ξlH0S (k0)) = 0, (2.20)
とした ξ の Ne 次方程式の解である．解の公式 [72]から，ξl(k0)の k0 についての陽関数が 4次以
下であれば得られる．この制約のため，Ne = 1,2,3,4になるように，SSMの求解領域を適切に定
める必要がある．次に，Ne = 1，2，3，4の場合の ξl の k0 についての陽関数形式を示す．
2.3.3.1 1次方程式 (Ne = 1)
Ne = 1の (2.20)は，
h1,11(k0)−ξ h0,11(k0) = 0, (2.21)
なので，
ξ (k0) = h1,11(k0)/h0,11(k0), (2.22)
となる．ここで，hw,11(k0)(w = 0,1) は (2.13) の µw(k0) の (1,1) 要素である．陽関数表現である
(2.22)に自動微分を適用すると，数値計算により非縮退モードの微分値を得る．
2.3.3.2 2次方程式 (Ne = 2)
Ne = 2の (2.20)は，係数行列が 2行 2列であるので，
a(k0)ξ 2 +b(k0)ξ + c(k0) = 0, (2.23)
となる．ここで， a(k0)，b(k0)，c(k0)はそれぞれ，
a(k0) = h0,11(k0)h0,22(k0)−h0,12(k0)h0,21(k0), (2.24)
b(k0) =−h0,11(k0)h1,22(k0)−h0,22(k0)h1,11(k0)−h1,12(k0)h0,21(k0)−h0,12(k0)h1,21(k0), (2.25)






















SSMにより計算される固有値 ξ1，ξ2 を用いて (2.23)を表すと，
ξ 2 − (ξ1 +ξ2)ξ +ξ1ξ2 = 0 (2.28)
となり，係数 a(k0)，b(k0)，c(k0)は，a(k0) = 1，b(k0) =−(ξ1 +ξ2)，c(k0) = ξ1ξ2 となり，X(k0)
は，
X(k0) = (ξ1 +ξ2)2 −4ξ1ξ2 (2.29)
となる． ξ1 = ξ2 の場合，(2.29)から X(k0) = 0であり，k0 についての ξ の陽関数は，





には (2.30)に自動微分を適用して k0 についての ξ の微分値が計算できる．
2.3.3.3 3次方程式 (Ne = 3)
Ne = 3では，係数行列が 3行 3列なので，
























ξ 3 +a(k0)ξ 2 +b(k0)ξ + c(k0) = 0． (2.38)
ここで，a(k0) = a2(k0)/a3(k0)，b(k0) = a1(k0)/a3(k0)，c(k0) = a0(k0)/a3(k0) である．X(k0) =
















−3X(k0))1/3，B(k0) =−3p(k0)/A(k0)，ρ1 = e j2π/3，




(2.14)から計算した固有値 ξ1，ξ2，ξ3 を用いると，(2.38)の係数 a(k0)，b(k0)，c(k0)は，
a(k0) =−(ξ1 +ξ2 +ξ3), (2.40)











X(k0) = (ξ1 −ξ2)2(ξ2 −ξ3)2(ξ3 −ξ1)2, (2.43)
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となる．ξ1 = ξ2 = ξ3 の場合では，(2.43)から，X(k0) = 0，p(k0) = 0，q(k0) = 0となり，ξ の陽
関数形式は，




となる．3 個の固有値が非縮退ならば (2.39) に，3 個の固有値のうち 2 個が縮退しているならば
(2.44)に，3個の固有値が全て縮退しているならば (2.45)に自動微分を適用して微分値を計算する.
2.3.3.4 4次方程式 (Ne = 4)
Ne = 4では 4次方程式となり，
ξ 4 +a(k0)ξ 3 +b(k0)ξ 2 + c(k0)ξ +d(k0) = 0， (2.46)
ここで，a(k0)，b(k0)，c(k0)，d(k0)はハンケル行列 H0S(k0)，シフトハンケル行列 H1S(k0)の要素






















































η3 −2p(k0)η2 +(p(k0)2 −4r(k0))η +q(k0)2 = 0 (2.48)
の解であり，p(k0) = (−3a(k0)2 + 8b(k0))/8，q(k0) = (a(k0)3 − 4a(k0)b(k0)+ 8c(k0))/8，r(k0) =



























−3Xt(k0))1/3，B(k0) = −3pt(k0)/A(k0)，Xt(k0) = −4pt(k0)3 −
27q2t (k0)，pt(k0) =−(p(k0)2+12r(k0))/3，qt(k0) = (2p(k0)3−72p(k0)r(k0)+27q(k0)2)/27となる．
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(2.46)の解が縮退している場合について考える．まず，ξ3 = ξ4 と，2つの解が縮退している場合
を考える．解 ξ1，ξ2，ξ3 を用いて 4次方程式を表すと，
(ξ −ξ1)(ξ −ξ2)(ξ −ξ3)2 = 0 (2.50)
であり，(2.49)より得られる 3次方程式の解 η1，η2，η3 は，



























































Xt(k0) = 0 (2.53)



































次に，ξ2 = ξ3 = ξ4 のような 3つの解が縮退している場合について考える．解 ξ1，ξ2 を用いて，
4次方程式を表すと，















となることから，(2.55)から導出される 3次方程式の解 η1，η2，η3 は，






















次に，ξ1 = ξ2 と ξ3 = ξ4 のような，4個の解が 2個ずつ縮退している場合について考える．解
ξ1，ξ3 を用いて，4次方程式を表すと，
(ξ −ξ1)2(ξ −ξ3)2 = 0 (2.59)



















Xt(k0) = 0 (2.61)
となることから，解 η1，η2，η3 は，
η1 = η2 = 0,
η3 = 2p(k0) (2.62)
となる．(2.62)から 4次方程式の解 ξ1，ξ2，ξ3，ξ4 は，



















最後に，ξ1 = ξ2 = ξ3 = ξ4 のような，4個の解が全て縮退している場合を考える．ξ1 を用いて，
4次方程式を考えると，
(ξ −ξ1)4 = 0 (2.64)
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である．(2.64)から導出される 3次方程式，(2.48)は，
η3 = 0 (2.65)
となる．ここで，各係数 p(k0)，q(k0)，r(k0)，pt(k0)，qt(k0)，Xt(k0)は，それぞれ，
p(k0) = q(k0) = r(k0),
pt(k0) = qt(k0) = Xt(k0) = 0 (2.66)
である．これらから，4次方程式の解は，







群速度 (Group velocity:GV)，群速度分散 (Group velocity dispersion:GVD) は，固有値問題の係





T (γ,k0)B = {0} (2.68)
である．ここで，{0}はゼロベクトルである．固有ベクトル B ∈ CN が B ̸= {0}となる条件より，
係数行列 T (γ,k0) ∈ CN×N の行列式を陰関数 f (γ,k0)として，
f (γ,k0) = det(T(γ,k0)) (2.69)
= 0 (2.70)





































































































∂ 2 f (γ,k0)
∂k20
，fγγ =
∂ 2 f (γ,k0)
∂γ2 ，fγk0 = fk0γ =


























fk0， fγ， fk0k0， fγγ， fγk0 について次に述べる．
2.3.4.3 陰関数 det(T (γ,k0))の k0，γ に関する微分











2, · · · , tcj−1,
∂ tcj
∂k0
, tcj+1, · · · , tcN
]
) (2.82)
と表すことができる [73]．ここで，tcj ∈ CN×1 は正方行列 T (γ,k0)の j 列を抜き出した列ベクトル
であり，T (γ,k0) =
[
tc1, · · · , tcj , · · · , tcn
]











































t1, · · · ,
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∂k0
, · · · ,
∂ tj
∂k0








t1, · · · ,
∂ 2tj
∂k20
, · · · , tN
]
) (2.85)








モードは縮退モードである．HE11 モードは (2.30)，TE01，HE21，TM01 モードは (2.54)あるいは
(2.58)で計算する．SIFは，コア部が Geを 6.3 mol%ドープした Silica，クラッドは Pure Silicaと
し，屈折率は Sellmier方程式 [75]で計算する．コア半径 r1 = 3.5 µmとしている．(2.3)の空間高
調波の打ち切り次数をMc = 2(−Mc ≤ m ≤ Mc)とした．SSMのパラメータは，SIFでは，L = 10，
M = 1，Ns = 128，ρ = 10−4，SSMの積分路の中心 o/k0 は，HE11 モードでは，実効屈折率の実
部 Re(neff)の小数点以下 5桁，TE01，HE21，TM01 モードでは，3つのモードの内，最大と最小の
実効屈折率の実部 Re(neff)の平均値の小数点以下 5桁とした．相対誤差の計算に用いた解析解は，
8 倍精度で SIF の超越方程式 [13, 14] を陰関数定理に基き微分 (Implicit differetial transcendental
equation:IDTE)し，分散特性を計算し，34桁に丸めたものとした．波長 λ = 0.95854865 µmでは，














で，(2.51)から ηi(i = 1,2,3)の精度が，(2.54)から ξi(i = 1,2,3)の精度が低下することがわかる．
















QPA と DPA† の計算値を比較する．Re(
√
−pt(k0))の計算値は，波長 λ = 0.6 µm では 10 桁，




) は，波長 λ = 0.6

























波長 λ = 0.6 µmでは 10，6，4桁，波長 λ = 0.95854865 µmでは 5，5，0桁 QPAと一致してい




以降の ADEFの計算には，DPAすなわち (2.20)，(2.46)∼(2.54)，(2.16)∼(2.19)を 4倍精度演算し
たものを用いる．













れ，波長 λ = 0.6 µmでは 11，7，4桁，波長 λ = 0.95854865 µmでは 11，6，0桁である．このこと
から，波長 λ = 0.6 µmの場合と比較すると，HE21，TM01 モードが縮退する波長 λ = 0.95854865





表 2.3(a)，(b)に，それぞれ，波長 λ = 0.6，0.95854865 µmにおける分散特性の相対誤差の SSM
パラメータ依存性を示す．実効屈折率の実部 Re(neff)は，両波長で，DPAでは Ns > 32で 10−15，
QPAでは Ns > 128で 10−30 であり，十分な精度が得られている．規格化群速度 vg/c0 の DPAは，
λ = 0.6 µmの (a)では，Ns > 32，ρ/k0 > 10−3 で相対誤差が 10−13 程度，λ = 0.6 µmの (b)では，
調査したすべての Ns，ρ/k0で，相対誤差が 10−12程度である．波長 λ = 0.6 µmと λ = 0.95854865
µmで相対誤差の差が大きくないことから，TM01 と HE21 モードの縮退の影響は，微分による計
算項数の増加に伴う演算誤差に比べ小さいと考えられる．QPAは，波長 λ = 0.6 µmで相対誤差が
10−30，波長 λ = 0.95854865 µmで相対誤差が 10−24 程度となっている．QPAの計算桁が，仮数
部が 10進数で約 34であることから，相対誤差が 10−30 程度と予想される．しかしながら，相対
誤差は 10−24 程度である．群速度分散 Dでは，波長 λ = 0.6 µmでは，Ns ≥ 128，各半径 ρ/k0 で
収束している．波長 λ = 0.6 µm と 0.95854865 µm を比較すると，λ = 0.95854865 µm の方が，
相対誤差が大きく 10−1 程度である．他方，QPAでは，TM01 と HE21 モードの縮退の影響が表れ
ているが，DPAの相対誤差よりも小さい．以上より，TM01 と HE21 モードが縮退することによる
計算精度の低下が群速度分散 Dに現れ，各半径 ρ/k0 の Ns ≥ 128では，相対誤差が減少せず同程
度となっている．相対誤差が増えるところでは，QPAで計算することで，計算精度を改善できる．
以降，SIFでは，Ns = 128，ρ/k0 = 10−4 で計算する．
図 2.2に，SIFの分散特性の波長 λ 依存性を示す．(a)に，実効屈折率の実部 Re(neff)とコア，ク
ラッドの屈折率と差 Difference=Re(neff,HE21 −neff,TM01 )，(b)に規格化群速度 vg/c0，(c)に群速度分
散 Dの波長依存性と波長 λ = 0.95854865付近を拡大したものを示す．ここで，黒線 (♢)が HE11
モード，緑線 (◁)が TE01 モード，青線 (□)が HE21 モード，赤線 (⃝)が TM01 モードであり，(♢，
◁，□，⃝)のマーカーが (a)では，SIFの Trefftz法に SSM適用した結果，(b)，(c)は ADEFによ
る計算値であり，各色の実線が (a)では，超越方程式 (Transcendental equation:TE)に SSMを適用
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した結果，(b)，(c)では IDTEによる計算値である．(a)の茶線は，上がコアの屈折率 n1，下がク
ラッドの屈折率 n2 である．図 2.2(a)から TE01，HE21，TM01 モードの実効屈折率が近い値である
ことがわかる．また拡大図から Difference，Re(neff,HE21 −neff,TM01 )，が 0を通って正負が反転して
いることから，波長 λ = 0.95854865 µmで HE21 モードと TM01 モードの実効屈折率が交差して
いることが確認できる．図 2.2(b)，(c)の規格化群速度，群速度分散は，ADEFと IDTEが一致し
ている．しかしながら，群速度分散 Dの拡大図から，波長 λ = 0.95854865 µm付近の，縮退波長
付近で IDTEと大きく異なっていることが確認できる．
図 2.3(a)(b) に，GV と GVD の相対誤差の波長 λ 依存性を示す．真の解の値として，IDTE を
QPAで求解した値を有効桁 34桁に丸めた値を用いた．図 2.3(a)に示した ADEFで計算した規格
化群速度 vg/c0 の相対誤差は，DPAと QPAで，それぞれ，10−11，10−12 以下であり，QPAの方が
小さい．また，ADEFで求めた図 2.3(b)の GVDの値 Dの相対誤差は DPA，QPAで 10−6，10−12
程度であるが，波長 λ = 0.95854865 µm付近では，10−1，10−14 程度と，大きくなっている．
図 2.3(c) に，TM01 と HE21 モードの実効屈折率 Re(neff) の差の波長 λ 依存性を示す．波長
λ = 0.95854865 µm 付近で TM01 と HE21 モードが縮退していることが確認できる．図 2.3(a)，










ながら，その波長 λ の範囲は 2×10−5 µm程度と非常に狭い．
図 2.4は，HE11 モードは (2.27)，TE01，HE21，TM01 モードは (2.47)を微分して得られた vg/c0，
D の波長 λ 依存性をまとめたものである．ここで，HE11，HE21 モードは縮退モードであるた
め 2 個の固有値が得られ，vg/c0，D の大きいほうを上添え字 a，小さいほうを b とした．(2.27)
で計算した，HE11 モードの vg/c0，D は図 2.3 と同程度の相対誤差である．TE01，TM01 モード
は，Dは 10−1 以下，vg/c0 は 10−13 以下であり，図 2.3と比べて Dの相対誤差が大きい．特に波
長 λ = 0.95854865 µm付近で相対誤差が大きくなっている．HE21 モードは，vg/c0 では 10−4 以
下，Dでは 1011 以下と図 2.3と比べ相対誤差が大きい．以上から，2重縮退である HE11 モードは
(2.30)，TE01，HE21，TM01 モードは (2.54)で計算する必要がある．





図 2.5(a)は陰関数定理による微分値計算を用いた規格化群速度 vg/c0 の相対誤差の波長 λ 依存
性をまとめたものである．HE11，HE21 モードは縮退度が 2 のため，実効屈折率の実部 Re(neff)
が大きい方が上添え字 a，小さい方を b とした．HE21 と TM01 モードの neff が交差する波長
λ = 0.95854865 µm付近で相対誤差が 10−8 程度，他の波長では，10−14 以下である．図 2.5(c)に，
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図 2.5(a)を QPAで計算したものを示す．波長 λ = 0.95854865 µm付近で相対誤差 10−25 程度，他
の波長では 10−32 程度である．波長 λ = 0.95854865 µm付近で相対誤差が大きくなる原因を調べ




す．λ = 0.6 µmの DPAの ∂ f (γ,k0)∂γ ，
∂ f (γ,k0)
∂k0
の値の，実部はともに 9桁，虚部は 0桁 QPAと一致
する．λ = 0.95854865 µmの結果は，実部は 3，4桁，虚部はともに 0桁 QPAと一致する．
まとめると，規格化群速度 vg/c0 は HE21 と TM01 モードの実効屈折率が交差する波長 λ =






群速度分散 Dの相対誤差の波長 λ 依存性をまとめたもを図 2.5(b)に示す．HE21 と HE11 モード
の相対誤差は 106 以下である．波長 λ = 0.6，0.95854865 µmの TE01 と TM01 モードの相対誤差
はともに，10−7，100 程度である．QPAで計算した群速度分散 Dの相対誤差の波長 λ 依存性を図
2.5(d) に示す．HE21 と HE11 モードの相対誤差は 105 である．波長 λ = 0.6，0.95854865 µm の
TE01 と TM01 モードの相対誤差はともに，10−25，10−15 程度である．







γ −2 fk0γ fk0 fγ + fγγ f 2k0
f 3γ
(2.86)
=− f1 + f2
f 3γ
とし， f1 = fk0k0 f
2
γ + fγγ f
2
k0








の実部の値はそれぞれ，8，9，8，10，9，8 桁 QPA と一致する．しかしなが








の値の精度が低下し， f1 + f2 の計算で桁落ちが起きているためである．
HE21 と HE11 モードの群速度分散 D の計算精度が低下する原因を検討する．波長 λ =
0.6，0.95854865，1.24 µm の f1， f2， ∂ f (γ,k0)∂γ ，
∂ f (γ,k0)
∂k0
の値を表 2.5 にまとめる．波長 λ = 0.6，
0.95854865，1.24 µmの f1 と f2 の値が，QPAで，実部と虚部ともに 30桁以上，DPAで実部と虚
部が 15桁以上一致している．このため，f1 + f2 を計算すると打ち消しあうため，桁落ちが起こる．
以上より，陰関数定理に基づく微分値算出は，縮退度が 2である HE11 や HE21 モードは，打ち
消しあいが起こるため 2階微分値の精度が低下する．HE21 と TM01 モードの実効屈折率が交差す
る付近の波長で，HE21 と TM01 モードは vg/c0，Dともに計算精度が低下する．また，QPAでは，
vg/c0 と TE01 と TM01 モードの Dは計算精度が改善する．
次に，ADEF と Fourier-Bessel 級数を展開した Trefftz 法から陰関数定理に基づき計算した
(Implicite differential of Trefftz method:IDTM)群速度分散値の計算精度を比較する．図 2.6(a)，(b)
に ADEF と陰関数定理に基づき計算した群速度分散の相対誤差の波長 λ 依存性を示す．ここで，
(a)は TE01，TM01 モード，(b)は HE11，HE21 モードである．IDTMにより計算した HE21，HE11
21
モードの値は ADEFの値よりも精度が低い．しかしながら，他のモードの相対誤差は，ADEFと





図 2.2(a)の実効屈折率の実部 Re(neff)を波長 λ の高次多項式で近似し，λ について微分するこ
とで分散特性値を算出する (Numerical derivative of a higher order polynomial:NDHOP)．近似多項
式の次数 p は，赤池情報量基準 (Akaike’s information criterion:AIC) [76] を用いて，AIC の値が
最小となる次数とし，係数は，最小自乗法により決定した．計算には，MATLABの Curve fitting
toolboxを用いた．計算式 [76]は，





(neff(λ )− n̂eff(λ , p)) (2.88)
であり，Nd は標本点数，neff(λ )は算出した実効屈折率，n̂eff(λ , p)は近似多項式の計算値である．
用いるデータ neff(λ ) の標本点数 Nd を決定する．図 2.7 は，波長 λ = 0.6,0.95854865,1.24 µm
での，HE11 モードの群速度分散 D の相対誤差の標本点数 Nd 依存性を示したものである．波長
0.6 ≤ λ ≤ 1.24 µmの範囲を等分割するように標本点を定めた．図 2.7(a)では，Nd = 31，(b)と (c)
では Nd = 21で相対誤差が最小となっている．以下では Nd = 21とする．なお，GVDの真値は微
分値を，OPAで超越方程式を陰関数定理に基づき微分して計算したものとした．
図 2.8に群速度分散 Dの相対誤差の波長依存性を示す．ADEFでは，波長 λ = 0.95854865 µm
で相対誤差が 10−1 程度と，他の波長と比較すると大きくなっている．他方，数値微分では，波
長 λ = 0.6，1.24 µm付近で相対誤差が他の波長より大きくなり，波長 λ = 0.95854865 µmでは，
TE01 モードでは 10−3 程度，TM01，HE21 モードでは 10−4 程度で，ADEFのような精度低下はな




度では相対誤差が 10−15，群速度分散では 10−7 程度で計算でき，4次方程式の解の公式中の変数













λ = 0.6 (µm) λ = 0.95854865 (µm)
Re(
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λ = 0.6 (µm) λ = 0.95854865 (µm)
Re(
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) QPA −2.306391498008696×10−3 −1.009075000639927×10−2
DPA −2.306452752790537×10−3 1.427348844039268
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表 2.3 SIF の HE21 モードの分散特性 (Re(neff)，vg/c0，D) の相対誤差の SSM パラメータ Ns，
ρ/k0 の依存性
(a) 波長 λ = 0.6 µm
double precision arithmetic quadruple precision arithmetic
ρ/k0 ρ/k0
Ns 10−3 10−4 10−5 10−3 10−4 10−5
D 32 1.53×10−1 1.93×10−7 5.16×10−6 1.53×10−1 1.66×10−25 6.31×10−25
64 7.28×10−8 8.11×10−8 1.88×10−6 7.27×10−8 1.41×10−25 1.02×10−23
128 4.40×10−10 4.04×10−8 6.91×10−6 4.90×10−21 1.06×10−25 2.85×10−24
256 2.04×10−10 4.20×10−8 7.01×10−6 7.27×10−26 5.86×10−26 6.12×10−24
512 1.51×10−10 1.06×10−8 1.11×10−6 1.45×10−26 1.88×10−25 2.70×10−26
vg/c0 32 1.79×10−7 1.08×10−13 1.24×10−12 1.79×10−7 δq 3.07×10−30
64 4.64×10−14 1.06×10−13 8.05×10−13 4.45×10−14 δq 1.02×10−30
128 1.49×10−14 2.30×10−14 2.51×10−13 1.51×10−27 δq δq
256 8.06×10−15 1.02×10−14 9.95×10−13 δq δq δq
512 δd 1.18×10−13 2.93×10−12 δq δq δq
Re(neff) 32 7.14×10−13 δd δd 1.17×10−11 δq δq
64 δd δd δd 1.51×10−18 δq δq
128 δd δd δd 1.13×10−30 δq δq
256 δd δd δd δq δq δq
512 δd δd δd δq δq δq
The symbols “δd” in the third, fourth, and fifth columns and “δq” in the sixth, seventh, and eighth
columns denote a relative error of less than 1.0×10−15 and 1.0×10−30, respectively.
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(b) 波長 λ = 0.95854865 µm
double precision arithmetic quadruple precision arithmetic
ρ/k0 ρ/k0
Ns 10−3 10−4 10−5 10−3 10−4 10−5
D 32 1.51×10−1 2.45×10−1 2.65×10−1 2.95×10−2 2.86×10−13 1.84×10−13
64 9.25×10−1 3.86×10−1 6.61×10−1 3.70×10−14 4.83×10−13 1.99×10−13
128 1.73×10−1 1.91×10−2 4.20×10−1 2.44×10−14 8.10×10−14 3.32×10−13
256 2.38×10−1 1.28×10−1 2.09×10−2 3.45×10−13 8.40×10−13 8.47×10−13
512 3.37×10−1 9.56×10−2 1.65×10−1 4.98×10−14 1.05×10−13 2.77×10−13
vg/c0 32 6.81×10−12 1.07×10−11 4.92×10−12 1.32×10−12 1.28×10−23 8.23×10−24
64 4.15×10−11 1.72×10−11 3.06×10−11 1.67×10−24 2.17×10−23 8.87×10−24
128 7.76×10−12 8.99×10−13 8.86×10−12 1.14×10−24 3.68×10−24 1.49×10−23
256 1.06×10−11 5.67×10−12 3.47×10−12 1.55×10−23 3.77×10−23 3.79×10−23
512 1.51×10−11 4.38×10−12 1.14×10−11 2.18×10−24 4.68×10−24 1.25×10−23
Re(neff) 32 δd δd δd 1.84×10−21 δq δq
64 δd δd δd δq δq δq
128 δd δd δd δq δq δq
256 δd δd δd δq δq δq
512 δd δd δd δq δq δq
The symbols “δd” in the third, fourth, and fifth columns and “δq” in the sixth, seventh, and eighth










































図 2.2 SIFにおける HE11，TM01，TE01，HE21 モードの ADEFによる分散特性の波長 λ 依存性，




















図 2.3 SIFの ADEFによる分散特性の相対誤差の波長 λ 依存性，(a)規格化群速度 vg/c0 の相対





図 2.4 SIFにおける HE11，TM01，TE01，HE21 モードの非縮退式，(2.27)と (2.47)，の ADEFに












表 2.4 TM01 モードの f1， f2，
∂ f (γ,k0)
∂k0
， ∂ f (γ,k0)∂γ ，





∂ 2 f (γ,k0)
∂k0∂γ
の値.
(a) λ = 0.6 µm
λ = 0.6 µm
Re( f1) QPA 2.197764287869276722232553950930601×10−76
DPA 2.197764290813545×10−76
Re( f2) QPA −2.197764275078310353354992945158594×10−76
DPA −2.197764278022578×10−76
Im( f1) QPA −1.247274880577726164014273914822456×10−106
DPA 1.581449177141454×10−88
Im( f2) QPA 1.247455082828861937766006723424707×10−106
DPA −1.581449203892076×10−88
Re( f1 + f2) QPA 1.279096636887756100577200651102034×10−84
DPA 1.279096641036525×10−84
































Re( ∂ f (γ,k0)∂γ ) QPA −6.286974130085009817479735870912553×10
−28
DPA −6.286974133516525×10−28
Im( ∂ f (γ,k0)∂γ ) QPA 1.410463589383123749253800207604208×10
−58
DPA −1.792659091326278×10−40
Re( ∂ f (γ,k0)∂k0 ) QPA 9.370451860840701714676433414031412×10
−28
DPA 9.370451865955129×10−28




(b) λ = 0.95854865 µm
λ = 0.95854865 µm
Re( f1) QPA −1.072689951396239166358341837767317×10−86
DPA −1.071626607807879×10−86
Re( f2) QPA 1.0726899513962393114037553645682×10−86
DPA 1.071626607807868×10−86
Im( f1) QPA −2.734988182916038651313855717164702×10−109
DPA −5.629728501768117×10−92
Im( f2) QPA 2.73498818292914855922961025302999×10−109
DPA 5.629728501729180×10−92
Re( f1 + f2) QPA 1.450454135268008823096267967337209×10−102
DPA −1.160846569271061×10−100
































Re( ∂ f (γ,k0)∂γ ) QPA −8.279226314606607036130454637188274×10
−34
DPA −8.275776820736287×10−34
Im( ∂ f (γ,k0)∂γ ) QPA −8.877057737007769928506474832437109×10
−57
DPA −1.683775347916242×10−39
Re( ∂ f (γ,k0)∂k0 ) QPA 1.221665757421065935388224536833158×10
−33
DPA 1.221156754196020×10−33




表 2.5 HE11 モードの f1， f2 の値.
λ µm λ = 0.95854865 µm




f2 − f1 Real 1.641563773728603366067921894084093×10−164
Imag −2.013798534403632745047166579777748×10−166




f2 − f1 Real 3.725714860007132×10−109
Imag 1.559311464846735×10−112




f2 − f1 Real 1.180876659533277319650755669932657×10−139
Imag −1.511973153482277818129222754471067×10−141




f2 − f1 Real 3.217223493417518×10−86
Imag 3.141819817790545×10−89




f2 − f1 Real −3.434049282967030481811507222532048×10−132
Imag 2.614274923011947721936957840871159×10−133

















図 2.7 NDHOP による群速度分散 D の相対誤差の標本点数 Nd 依存性 (a)TE01 モード (b)HE21
モード (c)TM01 モード
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図 2.8 NDHOPによる TE01，TM01，HE21 モードの群速度分散 Dの相対誤差の波長 λ 依存性
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2.4.2 HFの解析
群速度分散 Dが D ≈ 0となる Dispersion flattened fiberとして，図 2.1に示す．Holey fiber(HF)
[71] を考える．この HF は，波長 λ ≈ 1.528 µm で群速度分散 D ≈ 0 となる．屈折率 n2 = 1，
屈折率 n1 は材料を 70TeO2 −20BaF2 −10Y2O3 として，Sellmier 方程式 [71] で計算する．直径
d1/Λ1 = 0.95 の空孔の間隔 Λ1 = 4µm，直径 d2/Λ1 = 0.15 の空孔の間隔 Λ2/Λ1 = 0.315 とした．
数値計算のパラメータは，MMの空間高調波の打ち切り次数Mc = 10，SSMでは，L = 10，M = 1，
Ns = 128，ρ = 10−3 とした．計算には，MATLABを使用し，仮数部が 10進数で約 34桁の 4倍精
度演算 (Quadruple Precision Arithmetic:QPA)，仮数部が 10進数で約 74桁の 8倍精度演算 (Octuple




群速度分散 D を計算する波長を λ0 として閉区間 [λ0 − rλ/2,λ0 + rλ/2] 中の Nd 個の波長
(λ0 − rλ2 +
rλ
Nd+1
) における実効屈折率を計算し，λ についての Pd 次近似多項式 ∑
Pd
p=0 Cp(λ −λ0)p
の係数 Cp を最小自乗法で算出した．これを微分することで群速度分散 D を計算する．波長範
囲 rλ を，0.4,0.1,0.01,0.001 µm とした D の相対誤差の Nd 依存性を図 2.9 に示す．近似多項式
の次数 Pd は，Pd ∈ {1,2, · · · ,9} の中で AIC の値が最小となる値とした．用いた Pd を表 2.6 に
示した．λ0 = 1.3，1.5，1.528 µm のいずれも，rλ = 0.1 で相対誤差が最小となっている．また
rλ = 0.1,0.01,0.001 µm では，rλ が大いほど，相対誤差が小さい．しかしながら，rλ = 0.4 では
rλ = 0.1よりも相対誤差が大きいことから適切な波長範囲 rλ を選択する必要があることが確認で
きる．
相対誤差 Re が最小となる rλ，Nd の組を (rλ ,Nd ,Re) と表すと，図 2.9 の (a)λ = 1.5 µm では，
(0.1,51,1.0×10−9)，(0.01,51,7.4×10−7)，(0.001,101,2.7×10−6)，(0.4,101,7.1×10−7)，(b)λ = 1.5
µm では，(0.1,101,1.3× 10−7)，(0.01,101,3.1× 10−6)，(0.001,101,1.4× 10−4)，(0.4,101,5.5×
10−6)，(c)λ = 1.528 µmでは，(0.1,101,7.9×10−6)，(0.01,101,5.4×10−3)，(0.001,51,4.7×10−1)，
(0.4,101,1.4×10−2) となっている．波長 λ = 1.528 µm の相対誤差が他の (a)，(b) と比較して大
きい．これは，波長 λ = 1.528 µmの微分値が 0に近いため，各項の足し合わせで打ち消しあいが
発生しているためである．
群速度分散 Dの相対誤差の波長間隔 ∆λ 依存性を図 2.10に示す．多項式の次数は 2∼8次までと
し，調査波長は λ = 1.55 µm，標本点は 9点とした．それぞれの適切な波長間隔 ∆λ は，2，3次は
2−10 程度，4，5次は 2−8 程度，6，7次は 2−7 程度，8次は 2−5 となり，多項式の次数ごとに異なっ
ている．また適切な rλ で計算した群速度分散 Dの値は，ADEFの値よりも相対誤差が小さい．
図 2.11は，群速度分散 Dの相対誤差の波長 λ 依存性をまとめたものである．多項式を作成する
波長範囲を 1.5 < λ < 1.6 µmとし，波長範囲を等 8分割し，2∼8次までの多項式を作成した．ま
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図 2.12 に中央差分近似で計算した群速度分散 D(λ ) の相対誤差の差分間隔 ∆λ 依存性を示す．
neff は，Multipole Method（MM）と Finite element analysis（FEA）で求めた．FEAでは，図 2.13
に示すように対称条件を課し，1/4領域を解析対象として，Parfectly matched layer（PML）の厚さ
rPML/Λ1 = 0.75，原点から PMLまでの距離 rp/Λ1 = 1.125とした．要素分割は，波長 λ = 1.55 µm
において，初期メッシュを作成，解析した後，Adaptive mesh refinementを 5回行った．Degrees of
freedom(DOF)は，1回目で 99461，5回目で 9206908であった．
MM で算出した neff を中央差分した結果 (△) は，6 次精度中央差分による結果の相対誤差が 2
次，4次よりも小さい．D ≈ 0となる λ = 1.528 µmでの相対誤差は，λ = 1.3，1.5 µmでの値よ
りも大きい．適切な差分間隔 ∆λ は波長に依存せず，2次精度中央差分では，∆λ = 2−8，4，6次精
度中央差分では，∆λ = 2−6 となっている．ADEFによる Dの相対誤差は 2次精度中央差分よりも
小さく，4，6次精度中央差分よりも大きい．
FEAでは，DOFが 99461の 1回目の分割で十分であったことがわかる．D ≈ 0となる波長 1.528
µmでの相対誤差は波長 1.3，1.5 µmでの誤差よりも大きい．ADEFでの Dの相対誤差は，波長
λ = 1.3 µmでは，5×10−7 と FEAの誤差よりも小さく λ = 1.5,1.528 µmでは 2.6×10−4，1.2と
大きい．いずれの計算結果も D ≈ 0となる波長 λ = 1.528 µmで相対誤差が大きくなっている．
ADEFの有効桁について考える．表 2.7に，SSMの乱数行列 Vを変化させた場合の群速度分散
Dの値を示す．ここで，analyticは 8倍精度で計算した結果，rand 1から rand 4は，それぞれ，乱
数のシード値を変更して生成した V を用いた結果である．いずれも，小数点以下 3桁が一致して
いることから，このように SSM の乱数行列 V を変化さて一致している桁数が，有効桁と考えら
れるので，ADEFで計算した Dは，整数部の桁数に小数点以下 3桁を加えたものとなる．例えば，
λ = 1.3 µmでは 5桁となる．これは，相対誤差 5.8×10−7 と符合する．
図 2.14に，分散特性の波長 λ 依存性を示す．FEAの計算値 Dは，実効屈折率 neff の差分間隔
∆λ = 2−8の 2次中央差分値であり，実線は ADEFの結果である．(a)の実効屈折率の実部 Re(neff)，
(b)の規格化群速度 vg/c0，(c)の群速度分散 Dは一致している．(c)の群速度分散 Dは，文献 [71]
と比較するため，拡大図を示した．ADEF，FEA の値が一致しているが，文献値とは，異なって
いる．
図 2.15 に規格化群速度 vg/c0，群速度分散 D の相対誤差の波長 λ 依存性を示す．赤線が
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d2/Λ1 = 0.1495，青線が d2/Λ1 = 0.15の計算結果である．FEAでは，Adaptive mesh refinementを
用いており，△，□，⋄は，それぞれ，DOFが 9316，23327，133215での結果△，□，⋄は DOF
が 9059，22557，134348の結果である．図 2.15(b)に示した Dの値は波長 λ = 1.528,1.5678 µm
付近で相対誤差が大きくなっている．これは，図 2.14(c)の拡大図に示したように，この 2波長で
D ≈ 0となるためである．FEAによる結果は，DOFが大きくなると，相対誤差の最大値が小さく
なっている．d2/Λ1 = 0.15 µmでは，DOFが 9059，2257の FEAの結果よりも ADEFの方が相対




CPUが Intel Xenon Gold 6140 2.3 GHz，メモリが 96 GBの計算機上で，neff，vg/c0，Dの値を
Trefftz法と ADEFで 50回計算し，その平均値を 1回あたりの計算時間とする．また，vg の計算時
間は neff の計算時間を含み，Dは neff，vg の計算時間が含まれている．表 2.8は，SIF，HFDFFの
Trefftz法と ADEFによる計算時間を調べたものである．neff の計算時間は Trefftz法を SSMで解
いたものである．DPAで neff，vg/c0，Dの計算時間は，それぞれ，SIFでは 0.092，0.114，0.139
s，HFDFFでは 1.12，2.29，3.30 sである．
高次近似多項式を用いた数値微分による群速度分散 D の計算時間は，neff の計算時間が支配的
なので，Nd × (neff1回の計算時間 )となる．図 2.7に示した Nd = 21での SIFの Dの計算時間は
1.93 sとなる．Dは実効屈折率 neff を波長 λ で 2階微分するので，近似多項式の次数は最低でも 3
次である．この場合，必要な標本点は最低で Nd = 4であり，計算時間は 0.368 sとなる．HFDFF
では，Nd = 4,21の計算時間は 4.48 s，23.5 sとなる．また，中央差分による群速度分散 Dの計算
時間は，図 2.12では，4次精度以上の中央差分で ADEFよりも相対誤差が小さいことから，4次
精度中央差分の計算時間を考える．適切な差分間隔 ∆λ が与えられた場合，4次中央差分の計算に
必要な実効屈折率 neff の数は，λ0 + k∆ (k = −2,−1,0,1,2)の 5つである．4次中央差分の計算時
間は，SIFでは 0.460 s，HFDFFでは 5.60 sとなる．適切な差分間隔 ∆λ を決定するためには，最
低 3 つの差分間隔 ∆λ で計算するため，実効屈折率 neff を 7 回計算するので，SIF では 0.644 s，
HFDFFでは 7.84 sとなる．
2次精度中央差分では，適切な差分間隔 ∆λ が与えられる場合，neff を 3個計算する日露があり，







図 2.9 近似多項式を微分して得た HE11 モードの群速度分散 Dの相対誤差の標本点数 Nd 依存性．
(a)λ = 1.3 µm．(b)λ = 1.5 µm．(c)λ = 1.528 µm．
表 2.6 AICを最小にする高次多項式の次数 Pd
λ = 1.3 (µm) λ = 1.5 (µm) λ = 1.528 (µm)
Nd Nd Nd
rλ 10 21 51 101 10 21 51 101 10 21 51 101
0.4 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9 9
0.1 7 7 7 9 7 7 9 8 7 7 7 7
0.01 5 5 4 5 4 4 5 6 5 4 4 4
















図 2.10 群速度分散 Dの相対誤差の波長間隔 ∆λ 依存性






図 2.12 DPAで計算した HE11 モードの群速度分散 Dの相対誤差の差分間隔 ∆λ 依存性．(a)λ =






表 2.7 群速度分散の有効桁の SSMの乱数行列 V依存性


















































図 2.14 HE11 モードの分散特性の波長 λ 依存性．(a)実効屈折率の実部 Re(neff)．(b)規格化群速
度 vg/c0．(c)群速度分散 D．実線はMMと ADEFの結果．(◦，□)は FEAと 2次中央差












図 2.15 d2/Λ1 = 0.1495(◦，△，□，⋄)と d2/Λ1 = 0.15(◦，△，□，⋄)の HFの HE11 モードの分
散特性の相対誤差の波長 λ 依存性．(a)規格化群速度 vg/c0．(b)群速度分散 D．FEAの
3 つの refinement mesh の DOF は，d2/Λ1 = 0.1495 で 9316(△)，23327(□)，133215(⋄)
であり，d2/Λ1 = 0.15で 9059(△)，22557(□)，134348(⋄)である．
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表 2.8 計算時間
model neff vg/c0 D
SIF DPA 0.092 s 0.114 s 0.139 s
QPA 0.594 s 1.109 s 1.918 s








ることを，解析解がある SIFと DFFである HFの解析を例に示した．ただし，異なるモー
ドが縮退する付近の波長では計算精度が低下するが，その波長範囲が狭い．また差分間隔等
の新たなパラメータを設定する必要はない．












るMultipole Method(MM) [32, 33, 77, 78]が適している．しかしながら，MMはファイバ内の電磁
界をヘルムホルツ方程式を満足する円柱関数の重ね合わせで表現しているため，最終的に伝搬定数
を固有値にした，非線形固有値問題 (Nonlinear eigenvalue problem:NEP)に帰着する．
NEPの解法として，係数行列の行列式の値，もしくは，条件数の逆数の値を関数値とする伝搬
定数に関する複素関数の零点探索法を行う方法がある．これは，例えば Newton’s method，quasi-






















図 3.1に示すような，z軸方向に無限で一様な HF中を界の依存性が exp(− jγz)で伝搬する電磁
波の固有モードの伝搬定数 γ を求める問題を考える．HFは，半径 R0 で屈折率 nr の部材中に，半
径 Ri(i = 1,2, · · · ,Nc)で屈折率 ni の空孔が間隔 Λで六角形上に配置されており，半径 R0 の領域を
屈折率 ns のジャケットが被っている構造を考える．ここで，空孔が配置されている六角形の層数
を NR，全空孔数を Nc とすると，Nc = 3NR(NR +1)となる．
角周波数 ω，時間 t を用いて，電磁界の時間依存項を exp( jωt)として，電界ベクトル E，磁界
ベクトル H を，
E (r,θ ,z, t) = E (r,θ)exp{ j(ωt − γz)}， (3.1)
H(r,θ ,z, t) = H(r,θ)exp{ j(ωt − γz)}， (3.2)
































{Cm,iJm(κri)+Dm,iH(2)m (κri)}exp{( jmθi)}, (3.5)
である．ここで，Jm は m次の第 1種ベッセル関数，H
(2)
m は m次の第 2種ハンケル関数，κ は断
面内波数，部材中では κ2 = (k20n2r − γ2)，空孔中では κ2 = (k20n2i − γ2)，k0 は真空中の波数，Mc は
Fourier-Bessel級数の打ち切り次数である．
MMの定式化は，4章で述べる．MMは，固有値 γ，固有ベクトル Bの非線形固有値問題 (NEP)，
T (γ)B = {0} (3.6)
に帰着する．ここで，T (γ) ∈ CN×N は γ の解析関数，固有ベクトル B ∈ CN×1 は Bm,i と Dm,i(i =
1,2, · · · ,Nc)，N = 2Nc(2Mc +1)で構成されるベクトル，{0}は零ベクトルである.
3.3 Sakurai-Sugiura法
NEP，(3.6)に，ブロック版 SSMを適用すると，
(H<M − γHM)w = {0} (3.7)
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γkV HT (γ)−1V dγ． (3.10)
ここに，Γ ∈ Cは正の向きを持つ Jordan曲線，V ∈ CN×L は各列ベクトルが互いに独立な任意のベ
クトル，上添字 H は行列のエルミート共役を表す．(3.6)の固有値 γl に対応する固有ベクトル Bl
は，








γkT (γ)−1V dγ (3.12)
である．Γ を複素 γ 平面上の半径 ρ，中心 o の円として，(3.10)，(3.12) を台形則で数値積分す
ると，


























w = {0}, (3.15)
となる．NEPの Γ内に含まれる固有値 γl は，(3.15)の固有値 ξl から，γl = o+ρξl と求まる．求
解領域 Γ 内の固有値数 Np を事前に知ることは困難であるから，推定した固有値数を Npi とし
て，Npi ≥ Np とする．SSM のパラメータである M，L への制約は，Npi を用いて次の通りであ
る．M ×L > Npi，L > (縮退固有値数)．(3.15) から得られる固有値数は (M ×L) 個なので，必ず
(M×L−Npi)個のスプリアス解が含まれる．もし，(M×L) = Np = Npi であれば，スプリアス解は
含まれない．
文献 [37–40]では，ĤM の rankを Np とする方法が示されている．しかしながら，rankの計算に





，　 l = 1,2, · · · ,Np (3.16)
と求まる．ここで，Sll と Pll は一般化 Schur分解 ĤM = QPZH，Ĥ<M = QSZ
H による上三角行列 S，
Pの対角要素であり，Q，Z はユニタリー行列である．固有値 ξ̂l の固有値の条件数Cl は，
Cl =
∥v̂l∥2∥ŵl∥2√
|Sll |2 + |Pll |2
(3.17)




図 3.1に示すような，屈折率 ni = 1の空孔 Nc = 6(NR = 1)個配置されている HFを考える．そ
れぞれ，空孔の直径 Ri = d，空孔間距離 Λ = 1.35d，部材の屈折率 nr = 1.45，部材の半径 R0 は十
分大きいものとして R0 ≈ ∞とし，規格化波数 k0d = π/0.145とし，Fourier-Bessel級数の打ち切り
次数 Mc = 5 とした [32]．図 3.2 に，SSM の求解領域と SSM により計算した固有値分布を示す．
Branch pointは κ ≈ 0となる点 (1.45,0)である．点線が SSMの求解領域円 Γで，規格化半径 ρ/k0
は，大きい円が ρ/k0 = 0.01，小さい円が ρ/k0 = 0.001である．大きい円，小さい円内には，それ
ぞれ，12，4個の解が存在する．表 3.1，表 3.2，表 3.4(a)，表 3.6では 0.001，表 3.4(b)，表 3.3で
は 0.01である．計算は，倍精度演算の C++で行った．
3.4.1 ブロック版 SSMによる縮退モードの求解
表 3.1にブロック版と非ブロック版 SSMにより求めた実効屈折率 neff = γl/k0(l = 1,2, · · · ,M×L)
の値を示す．o/k0 = 1.4385，Ns = 256とした．縮退モードには，上添字 a，bを用いて，HEa21，HE
b
21
とした．(b)の M = 2，L = 1で固有値が求解できていないのは，M×L = 2 < Np = 4となるから
である．また，非ブロック版 SSMは縮退度が 2の HE21 モードの片方の固有値のみ求解している．
表 3.2にブロック版 SSMによる固有モードの neff の結果と文献値 [32]を示す．Ns = 256，L = 4，
M = 2とし，HE11モードでは o/k0 = 1.4455，TE01，HE21，TM01モードでは ρ/k0 = 1.4385，HE31
と EH11 は o/k0 = 1.43とした．ブロック版 SSMの結果は，Broyden method [32]の結果と，HE
′
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は 3桁，他の固有モードは 7∼10桁一致している．HE11 モードの他に，HE21 モード，EH11 モー
ドの 2重縮退固有値も求解できる．
表 3.3は複数の縮退固有値が求解領域内に分布している場合のブロック版 SSMの結果をまとめ
たものである．ここで，ρ/k0 = 0.01，o/k0 = 1.436，M = 2，Ns = 256，求解領域内の縮退固有値
はすべて縮退度が 2であるため L ≥ 2の制約があり L = 16とした．HE11，HE21，EH11 モード 3
つの 2 重縮退固有値が求解領域内に含まれ，表 3.2 と比べ，HE12 モードを除いて 10 桁一致し，
Broyden method [32]の結果と 7∼10桁一致している．
表 3.2の HE11 モードの |Ez|，|Hz|，|Sz|の界分布を図 3.3に示す．図 3.4に有限要素解析による
HE11 モードの |Ez|，|Hz|(−2 ≤ x/d,y/d ≤ 2)の界分布を示す．図 3.3と図 3.4の |Ez|，|Hz|の界分
布は一致している．
以上から，ブロック版 SSMにより縮退した固有値と固有ベクトルを求解できることを確認した．
3.4.2 新たな判別指標 Cl の検討
固有値の条件数Cl，係数行列 T (γl)の 2ノルムの条件数の逆数 1/cond([T(γl)])，残差 ∥T (γl)Bl∥2
について考える．残差 ∥T (γl)Bl∥2 は，z軸方向に −4 ≦ x/d,y/d ≦ 4の範囲を伝搬する電力で固有







1/cond([T(γl)])は条件数を計算するため計算時間が長くなる．残差 ∥T (γl)Bl∥2 の計算は，搬送波
電力で固有ベクトルを規格化するので，搬送波電力を計算するため電磁界分布の計算が必要とな
り，計算時間が長くなる．固有値の条件数 Cl の計算は，新たに計算するのが左固有ベクトル {ŵl}
だけなので，他の 2つの判別指標と比べて計算が容易である．このため，固有値の条件数 Cl を判
別指標とする．
3.4.3 ブロック版 SSMの SSMパラメータ依存性
表 3.4は，HE21 モードの実効屈折率 naeff と実効屈折率差 ∥Re{naeff −nbeff}∥，∥Im{naeff −nbeff}∥の
標本点数 Ns をまとめたものである．ここに，M = 2とし，(a)は ρ/k0 = 0.001，(b)は ρ/k0 = 0.01
であり，(-)は HE21 モードの界分布が得られなかったことを示している．(a)の実効屈折率は実部
Re{naeff} と虚部 Im{naeff} ともに，L = 2 では Ns ≥ 16 で小数点以下 11 桁，L = 4,8 では Ns ≥ 16
で小数点以下 14桁一致している．実効屈折率差 ∥Re{naeff −nbeff}∥，∥Im{naeff −nbeff}∥は，Ns ≥ 16
で 10−11 以下である．加えて，L を縮退固有値数である 2 より大きくすると，実効屈折率差は実
部，虚部ともに 10−14 以下と非常に小さい．まとめると，ρ/k0 = 0.001 のとき Ns ≥ 16 で縮退
固有値を精度よく求解できることが確認できる．(b) の実効屈折率では実部と虚部ともに，L = 8
で Ns ≥ 512，L = 12で Ns ≥ 256，L = 16,20で Ns ≥ 128で小数点以下 13桁一致する．L = 8で




表 3.5はブロック版 SSMの [V ]H [T (γ)]−1 [V ]と条件数 cond([T (γ)])の計算時間をまとめたもの
である．ここに，L = 4，M = 2，Mc = 5,10とした．計測に使用した計算機は，Intel Core i7-3820
3.6GHz，手記憶容量 16GBである．[V ]H [T (γ)]−1 [V ]と条件数 cond([T (γ)])の計算時間がおおよそ
等しい．Downhill simplex method(DSM)は，伝搬定数を計算するためにシンプレックスを Nu 回更
新する場合，初期シンプレックスの 3点分を合わせて，3+Nu 回，cond([T (γ)])を計算する．また，
1回の求解で 1つの解を計算する．他方，ブロック版 SSMは 1回の求解で Ns 回 [V ]
H [T (γ)]−1 [V ]
を計算し，求解領域 Γ内の全ての固有値 Np個を求めることができる．例えば，表 3.2は，Np = 2の
とき Ns = 16であり，[V ]
H [T (γ)]−1 [V ]を 16回計算している．また，表 3.3は Np = 12で Ns = 256
であるので，[V ]H [T (γ)]−1 [V ] を 256 回計算している．Ns と Nu の関係は Nu = Ns/Np −3 と現わ
せる．
SSM と同じ計算回数で DSM を計算することを考える．例えば，Np = 2 の場合，SSM では
Ns = 16 であった．Nu = 5 とすれば DSM の cond([T (γ)]) の計算回数は 8 回である．しかしなが
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ら，これは 1個の固有値を求めるための計算回数で，Np = 2より，2つの固有値を求めるためには
16回である．また，表 3.3の Np = 12の場合，SSMでは Ns = 256，DSMでは Nu = 18とすると





表 3.6は NR = 2,3,4,5における TE01，HE21，TM01モードの実効屈折率 neffと 3つの判別指標を
まとめたものである．ここで，SSMのパラメータは表 3.2と同じとし，L×M = 8なので 4つのスプ
リアス解がある．判別指標が，それぞれ，Cl > 1013，1/cond([T(γ)])> 10−1，∥| [T (γl)]{B}l∥|2 > 103
であったので除外している．NR ≥ 3では neff の虚部が 10−14 以下と今までの計算結果と比較して
小さな値となっている．NR ≥ 3で neff の実部の値も 15桁一致していることから，NR = 3 ≈ ∞と



















































図 3.2 複素実効屈折率平面上の SSMにより求解した固有値の分布．
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表 3.1 SSMによる HFの実効屈折率 neff と 3つの判別指標 (a)ブロック版 SSM．(b)非ブロック
版 SSM．
(a) Block version of the SSM
L Mode neff Cl 1/cond([T (γl)]) ||[T (γl)]{B}l ||2
2 TE01 1.438585801− j4.986×10−7 7.1×103 3.7×10−12 9.1×10−7
HEa21 1.438445842− j9.929×10−7 1.3×104 1.1×10−13 1.3×10−6
HEb21 1.438445842− j9.929×10−7 1.0×104 2.4×10−13 1.5×10−6
TM01 1.438366726− j1.374×10−6 5.3×103 4.7×10−13 1.4×10−6
4 TE01 1.438585801− j4.986×10−7 1.2×103 3.7×10−12 1.3×10−6
HEa21 1.438445842− j9.929×10−7 1.1×103 2.4×10−13 1.3×10−6
HEb21 1.438445842− j9.929×10−7 3.1×103 2.4×10−13 1.6×10−6
TM01 1.438366726− j1.374×10−6 2.7×103 4.7×10−13 4.6×10−7
Spurious 1.438537378+ j6.722×10−4 1.0×1016 1.1×10−2 6.0×102
Spurious 1.437994323+ j3.036×10−4 6.9×1015 8.1×10−3 6.8×102
Spurious 1.437907386− j3.451×10−5 3.1×1015 7.5×10−3 7.1×102
Spurious 1.437534098− j4.702×10−5 1.2×1016 1.4×10−2 1.4×103
8 TE01 1.438585801− j4.986×10−7 2.3×103 3.7×10−12 9.9×10−7
HEa21 1.438445842− j9.929×10−7 1.4×103 2.4×10−13 9.2×10−7
HEb21 1.438445842− j9.929×10−7 2.4×104 2.4×10−13 1.1×10−6
TM01 1.438366726− j1.374×10−6 4.1×103 3.0×10−13 8.3×10−7
Spurious 1.438691353+ j1.416×10−4 6.9×1015 3.4×10−3 5.6×102
Spurious 1.438659271+ j5.263×10−4 1.5×1016 9.6×10−3 6.2×102
Spurious 1.438580049− j3.627×10−4 9.2×1015 6.1×10−3 5.4×102
Spurious 1.438554973− j4.667×10−4 2.1×1016 7.1×10−3 4.5×102
Spurious 1.438478454+ j2.848×10−4 5.5×1015 4.9×10−3 5.0×102
Spurious 1.438469468+ j4.715×10−4 1.9×1016 7.9×10−3 5.4×102
Spurious 1.438460837− j4.505×10−4 8.8×1015 6.6×10−3 6.1×102
Spurious 1.438365354− j9.702×10−4 1.6×1016 1.3×10−2 1.2×103
Spurious 1.438354136+ j5.145×10−4 9.0×1015 8.5×10−3 5.6×102
Spurious 1.438302691− j3.081×10−4 8.3×1015 4.7×10−3 5.5×102
Spurious 1.438013179+ j2.881×10−5 3.7×1015 5.7×10−3 6.3×102
† 1.438515844+ j1.212×10−3 3.2×1016 2.1×10−2 6.2×102
The symbol “†” in the second column denotes a solution outside Γ.
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(b) Non Block version of the SSM
M Mode neff Cl 1/cond([T (γl)]) ||[T (γl)]{B}l ||2
2 Spurious 1.438582217− j1.480×10−5 3.1×101 2.9×10−4 1.4×102
Spurious 1.438393458− j9.422×10−6 1.7×101 4.3×10−4 6.2×101
4 TE01 1.438585801− j4.986×10−7 2.2×102 3.4×10−12 2.1×10−6
HE21 1.438445842− j9.929×10−7 4.5×102 2.6×10−11 3.9×10−6
TM01 1.438366726− j1.374×10−6 4.6×102 1.0×10−11 1.9×10−6
Spurious 1.443544588− j6.712×10−3 1.5×1013 2.3×10−3 2.1×103
6 TE01 1.438585801− j4.986×10−7 6.9×102 1.1×10−11 5.3×10−6
HE21 1.438445842− j9.929×10−7 1.2×103 7.0×10−11 9.6×10−6
TM01 1.438366726− j1.374×10−6 1.5×103 2.8×10−11 4.6×10−6
Spurious 1.439487809+ j1.043×10−4 9.4×1012 1.6×10−2 1.8×103
Spurious 1.437665882+ j8.031×10−5 6.0×1012 1.2×10−2 1.3×103
† 1.441229781− j2.395×10−3 4.2×1013 2.0×10−2 3.8×103
The symbol “†” in the second column denotes a solution outside Γ.
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表 3.2 ブロック版 SSMと文献値 [32]の実効屈折率 neff
SSM Broyden method [32]
Mode neff Cl 1/cond([T (γl)]) ||[T (γl)]{B}l ||2 neff
HEa11 1.445395346− j3.151×10−8 9.1×102 9.7×10−12 1.5×10−6 1.445395345− j3.15×10−8
HEb11 1.445395346− j3.151×10−8 1.6×103 9.7×10−12 1.7×10−6
Spurious 1.446353130+ j8.487×10−5 2.9×1015 1.1×10−3 6.8×101
Spurious 1.445560987+ j7.462×10−4 9.7×1015 3.0×10−3 1.2×102
Spurious 1.445511293− j5.822×10−4 7.8×1015 3.0×10−3 1.4×102
Spurious 1.444701966+ j3.365×10−4 7.0×1015 5.8×10−3 1.3×102
† 1.446463306− j3.839×10−4 3.6×1015 1.0×10−3 9.8×101
† 1.447523217− j2.904×10−4 8.3×1015 1.6×10−4 4.3×101
TE01 1.438585801− j4.986×10−7 1.2×103 3.7×10−12 1.3×10−6 1.438585801− j4.986×10−7
HEa21 1.438445842− j9.929×10−7 1.1×103 2.4×10−13 1.3×10−6 1.438445842− j9.929×10−7
HEb21 1.438445842− j9.929×10−7 3.1×103 2.4×10−13 1.6×10−6
TM01 1.438366726− j1.374×10−6 2.7×103 4.7×10−13 4.6×10−7 1.438366726− j1.374×10−6
Spurious 1.438537378+ j6.722×10−4 1.0×1016 1.1×10−2 6.0×102
Spurious 1.437994323+ j3.036×10−4 6.9×1015 8.1×10−3 6.8×102
Spurious 1.437907386− j3.451×10−5 3.1×1015 7.5×10−3 7.1×102
Spurious 1.437534098− j4.702×10−5 1.2×1016 1.4×10−2 1.4×103
HE
′
31 1.430414041− j2.218×10−5 1.1×103 3.2×10−14 3.1×10−6 1.430175− j2.22×10−5
EHa11 1.429969412− j1.577×10−5 5.5×103 7.5×10−14 2.0×10−6 1.4299694− j1.577×10−5
EHb11 1.429969412− j1.577×10−5 1.5×103 7.5×10−14 1.2×10−6
HE
′′
31 1.429255296− j9.337×10−6 7.1×102 3.0×10−14 2.0×10−6 1.429255296− j9.337×10−6
Spurious 1.430076391+ j4.050×10−4 4.2×1015 1.1×10−2 2.3×103
Spurious 1.429947935− j5.160×10−5 5.6×1014 9.8×10−4 1.7×102
† 1.429061978− j1.348×10−3 1.3×1016 2.4×10−2 3.1×103
† 1.430428166+ j1.461×10−3 1.6×1016 4.1×10−2 2.7×103
The symbol “†” in the first column denotes a solution outside Γ in the SSM.
The values of the Broyden method in this table are the complex conjugates of the values reported in Ref. [32]




































































図 3.3 ブロック版 SSMによる固有ベクトルから描画した HE11 モードの z成分の電界 |Ez|と磁




図 3.4 有限要素解析による固有ベクトルから描画した HE11 モードの z 成分の電界 |Ez| と磁界
|Hz|(a)HEa11 モード，(b)HEb11 モード
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表 3.3 実効屈折率 neff と解の判別指標
Mode neff Cl 1/cond([T (γl)]) ||[T (γl)]{B}l ||2
HEa11 1.445395346− j3.151×10−8 3.3×103 9.7×10−12 1.6×10−6
HEb11 1.445395346− j3.151×10−8 6.6×102 9.7×10−12 1.5×10−6
TE01 1.438585801− j4.986×10−7 1.3×103 3.7×10−12 1.1×10−6
HEa21 1.438445842− j9.929×10−7 7.1×102 2.4×10−13 1.5×10−6
HEb21 1.438445842− j9.929×10−7 2.9×103 2.4×10−13 9.6×10−7
TM01 1.438366726− j1.374×10−6 6.6×102 4.7×10−13 1.1×10−6
HE
′
31 1.430414041− j2.218×10−5 6.7×102 3.3×10−14 1.2×10−6
EHa11 1.429969412− j1.577×10−5 4.6×102 7.5×10−14 2.3×10−6
EHb11 1.429969412− j1.577×10−5 6.3×102 5.3×10−14 1.4×10−6
HE
′′
31 1.429255296− j9.337×10−6 3.0×102 3.0×10−14 2.8×10−6
HEa12 1.426891656− j3.517×10−5 3.1×102 5.1×10−14 1.7×10−6
HEb12 1.426891656− j3.517×10−5 3.1×102 5.2×10−14 3.1×10−6
Spurious 1.445922889+ j1.001×10−3 3.1×1015 2.0×10−3 1.9×102
Spurious 1.444981369− j1.476×10−4 1.1×1015 3.1×10−3 2.5×102
Spurious 1.444847502− j1.894×10−3 3.4×1015 8.0×10−3 8.9×102
Spurious 1.444530200− j4.604×10−3 2.1×1015 5.6×10−3 2.0×103
Spurious 1.443738247+ j2.304×10−3 5.4×1015 1.6×10−2 7.8×102
Spurious 1.443189083− j4.562×10−4 5.8×1015 1.9×10−2 1.0×103
Spurious 1.438711392− j6.620×10−3 2.5×1015 6.6×10−3 3.2×103
Spurious 1.435844908− j8.046×10−3 2.7×1015 4.5×10−3 3.6×103
† 1.454988381+ j1.091×10−3 1.4×1016 2.9×10−3 3.4×102
† 1.429592082− j1.488×10−2 1.5×1016 5.4×10−4 2.9×103
† 1.450873305− j3.204×10−3 4.7×1015 4.0×10−4 4.4×101
† 1.447791081+ j6.306×10−5 5.3×1015 8.1×10−5 2.7×101
† 1.439820185− j1.027×10−2 2.3×1013 7.1×10−5 6.9×102
† 1.439790575− j1.035×10−2 1.7×1013 4.9×10−6 7.6×101
† 1.442467821− j8.435×10−3 1.1×109 2.7×10−9 6.8×10−2
† 1.442450807− j8.421×10−3 1.7×109 1.9×10−9 3.0×10−2
† 1.442513176− j8.379×10−3 1.0×109 3.7×10−10 4.3×10−3
† 1.442513177− j8.379×10−3 3.0×109 2.4×10−9 9.1×10−3
† 1.439166614− j9.808×10−3 3.8×106 1.3×10−12 1.9×10−5
† 1.439166614− j9.808×10−3 5.6×105 2.1×10−13 1.1×10−5
The symbol “†” in the first column denotes a solution outside Γ.
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表 3.4 HE21 モードの実効屈折率 neff と |Re{naeff −nbeff}|，|Im{naeff −nbeff}|の Ns 依存性
(a) ρ/k0 = 0.001
L Ns Re{naeff} Im{naeff} |Re{naeff −nbeff}| |Im{naeff −nbeff}|
2 8 1.43858606420762 -38.697553×10−7 2.6×10−4 4.3×10−6
16 1.43844584209596 -9.9287786×10−7 2.8×10−12 5.6×10−12
32 1.43844584209340 -9.9287234×10−7 2.0×10−14 9.0×10−14
64 1.43844584209340 -9.9287234×10−7 δ 1.0×10−14
128 1.43844584209340 -9.9287234×10−7 1.0×10−14 1.0×10−13
256 1.43844584209340 -9.9287235×10−7 1.0×10−14 1.0×10−14
4 8 1.43844584129123 -9.9309999×10−7 4.3×10−9 2.4×10−9
16 1.43844584209340 -9.9287235×10−7 δ δ
32 1.43844584209340 -9.9287235×10−7 δ δ
64 1.43844584209340 -9.9287235×10−7 δ δ
128 1.43844584209340 -9.9287235×10−7 δ δ
256 1.43844584209340 -9.9287235×10−7 δ δ
8 8 1.43844584217649 -9.9288250×10−7 1.5×10−9 7.4×10−10
16 1.43844584209340 -9.9287235×10−7 δ δ
32 1.43844584209340 -9.9287235×10−7 δ δ
64 1.43844584209340 -9.9287235×10−7 δ δ
128 1.43844584209340 -9.9287235×10−7 δ δ
256 1.43844584209340 -9.9287235×10−7 δ δ
The symbol “δ” in the fifth and sixth columns denotes that the absolute value is less than
1×10−14.
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(b) ρ/k0 = 0.01
L Ns Re{naeff} Im{naeff} |Re{naeff −nbeff}| |Im{naeff −nbeff}|
8 64 — — — —
128 1.43844862829672 -17.612283×10−7 6.1×10−5 3.0×10−6
256 1.43844584103888 -9.9332089×10−7 3.6×10−8 3.6×10−8
512 1.43844584209340 -9.9287234×10−7 δ 1.0×10−14
1024 1.43844584209340 -9.9287235×10−7 1.0×10−14 0.0
12 64 1.43844735307486 20.159032×10−7 1.9×10−6 4.7×10−7
128 1.43844584216747 -9.9456144×10−7 8.1×10−11 1.7×10−9
256 1.43844584209340 -9.9287235×10−7 δ δ
512 1.43844584209340 -9.9287235×10−7 δ δ
1024 1.43844584209340 -9.9287235×10−7 δ δ
16 64 1.43844585352536 -9.9366927×10−7 1.2×10−7 1.1×10−7
128 1.43844584209348 -9.9287236×10−7 8.0×10−14 1.0×10−14
256 1.43844584209340 -9.9287235×10−7 δ δ
512 1.43844584209340 -9.9287235×10−7 δ δ
1024 1.43844584209340 -9.9287235×10−7 δ δ
20 64 1.43844584548046 -9.9660141×10−7 2.8×10−9 1.4×10−11
128 1.43844584209340 -9.9287235×10−7 δ δ
256 1.43844584209340 -9.9287235×10−7 δ δ
512 1.43844584209340 -9.9287235×10−7 δ δ
1024 1.43844584209340 -9.9287235×10−7 δ δ





Mc Number of evaluations [V ]H [T (γ)]−1[V ] cond([T (γ)])













表 3.6 空孔数 3NR(NR +1)のリング数 NR の HFの実効屈折率と 3つの判別指標
NR Nc Mode neff Cl 1/cond([T (γl)]) ||[T (γl)]{B}l ||2
2 18 TE01 1.43858575517154− j1.96×10−12 1.2×103 2.2×10−11 5.6×10−6
HEa21 1.43844563025243− j2.48×10−12 2.6×103 3.0×10−11 6.5×10−6
HEb21 1.43844563025243− j2.48×10−12 1.6×103 3.0×10−11 6.3×10−6
TM01 1.43836647974314− j9.34×10−12 1.5×103 8.3×10−11 2.3×10−5
3 36 TE01 1.43858575517071− jδ 2.8×103 1.5×10−15 1.4×10−6
HEa21 1.43844563025032− jδ 5.4×103 8.7×10−15 2.7×10−6
HEb21 1.43844563025033+ jδ 3.5×103 1.9×10−15 3.0×10−6
TM01 1.43836647973740+ jδ 2.8×103 7.8×10−15 1.8×10−6
4 60 TE01 1.43858575517071+ jδ 5.7×103 2.2×10−15 1.8×10−6
HEa21 1.43844563025032− jδ 9.1×103 1.1×10−14 3.0×10−6
HEb21 1.43844563025033− jδ 5.5×103 2.7×10−15 4.2×10−6
TM01 1.43836647973740− jδ 4.2×103 1.1×10−14 3.5×10−6
5 90 TE01 1.43858575517071+ jδ 8.0×103 2.7×10−15 2.5×10−6
HEa21 1.43844563025032− jδ 1.3×104 1.5×10−14 3.0×10−6
HEb21 1.43844563025033+ jδ 8.2×103 3.1×10−15 1.9×10−6
TM01 1.43836647973740+ jδ 6.4×103 1.3×10−14 3.3×10−6
The symbols “δ” in the fourth column denotes that the absolute value of the imaginary part of a computed












非線形固有値問題は Sakurai-Sugiura法 (SSM) [37–40]で高精度に求解できることを前章で述べ
た．SSMの計算では，モーメントの次数 M，多重度 L，周回積分路の標本点数 Ns が必要であり，
解析ごとにパラメータを決定する必要がある．
この問題を克服するために，従来よりも高次のハンケル関数を含む Fourier-Bessel級数展開が可








図 4.1に示すような，無限に広がる誘電体 (屈折率 n+)中に半径 Ri(i = 1,2, · · · ,Nc)の空孔 (屈折
率 n−)が Nc 本配置された断面を有する，z軸方向に一様で無限に長い誘電体導波路を考える．円
柱座標系 (r,θ ,z)を全体座標系と，各空孔の中心を原点とした局所座標系 (ri,θi,zi)，i = 1,2, · · · ,Nc
を考える．断面構造の z軸方向の一様性から，複素伝搬定数を γ，角周波数を ω とすると電磁界は












































































と表現できる．ここで，ϕz は電界成分 Ez もしくは磁界成分 Hz，Mc は Fourier-Bessel級数の打ち




p − γ2，k0 は真空中の波数，pは空孔の内側では −，外










i番目の空孔に着目し，空孔の境界 Γi(ri = Ri)上で空孔の内外の電磁界の接線成分，Ez,i，Hz,i，
Eθ ,i，Hθ ,i が連続である条件を課し，
G1,iA−,i = G2,iA+,i +G3,iB+,i， (4.5)























































列は m = −Mc, · · · ,Mc を対角成分にもつ (2Mc + 1) 行 (2Mc + 1) 列の対角行列であり，A−,i =
{{a−,Ei }t{a
−,H











bp,ϕi ∈ C(2Mc+1) は a
p,ϕ
m,i (m =−Mc,−Mc +1, · · · ,Mc −1,Mc)で構成される．
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4.2.1.2 従来の散乱行列
(4.5)を A−,i について解き，(4.6)に代入し，B+,i について整理すると，



































































































1,i = [Jm(κ−Ri)]， (4.19)
GEE2,i = G
HH









































































































であり，(4.19)∼(4.30)は m =−Mc,−(Mc−1), · · · ,Mc−1,Mcを対角成分に持つ 2Mc+1行 2Mc+1










































































































































































Sa,iA+,i = Sb,iB+,i， (4.35)
Sa,i = (K1,iG2,i −G1,iK2,i)， (4.36)

































を得る．ここで，u = κ+rli，ν = κ+ri(P)，w = κ+rl(p)とする．図 4.2と図 4.3の対応を考えると，




H(2)m (κ+rl(P))e jmπ e− jmθ
l



























































































































SiYi,lB+,l = {0} (4.50)
となり，
I −S1Y1,2 −S1Y1,3 · · · −S1Y1,Nc
−S2Y2,1 I −S2Y2,3 · · · −S2Y2,Nc
























である [32, 34]．ここに，I は 2(2Mc +1)行 2(2Mc +1)列の単位行列である．(4.51)は最終的に，
固有値 γ，固有ベクトル x1 とした，
T1(γ)x1 = {0} (4.52)
と表せる．ここで，T1(γ) ∈ C2Nc(2Mc+1)×2Nc(2Mc+1)，x1 ∈ C2Nc(2Mc+1) である．

















G3,1 G2,1Y1,2 · · · G2,1Y1,Nc





G2,NcYNc,1 G2,NcYNc,2 · · · G2,NcYNc,Nc


G1,1 [0] · · · [0]





[0] [0] · · · G1,Nc

K3,1 K2,1Y1,2 · · · K2,1Y1,Nc





K2,NcYNc,1 K2,NcYNc,2 · · · K2,NcYNc,Nc


K1,1 [0] · · · [0]


























となる．(4.55)は，固有値 γ，固有ベクトル x2 とした，
T2(γ)x2 = {0} (4.56)
と表せる．ここで，T2(γ) ∈ C4Nc(2Mc+1)×4Nc(2Mc+1)，x2 ∈ C4Nc(2Mc+1) である．(4.56)は，電磁界の
連続条件を課した (4.5)と (4.6)を直接用いることから，逆行列は用いず，要素内の計算式が簡単で
ある．しかしながら，(4.56)の固有ベクトルが A−,i と B+,i であるため，行列サイズが (4.52)の 2
倍となっている．







Yi,lB+,l = {0} (4.57)
となり，行列形式にまとめると，
Sb,1 −Sa,1Y1,2 −Sa,1Y1,3 · · · −Sa,1Y1,Nc
−Sa,2Y2,1 Sb,2 −Sa,2Y2,3 · · · −Sa,2Y2,Nc
















となる．(4.58)は最終的に，固有値 γ，固有ベクトル x3 とした，
T3(γ)x3 = {0} (4.59)
と表せる．ここに，T3(γ) ∈ C2Nc(2Mc+1)×2Nc(2Mc+1)，x3 ∈ C2Nc(2Mc+1) である．(4.59)は，(4.35)中
で逆行列を用いず，従来の定式化である (4.52)と同じ行列サイズで計算できる．
以降では，(4.52)を従来の定式化，(4.56)を Type A，(4.59)を Type Bとする．
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4.3 数値計算例
従来の定式化 [32,34]の (4.52)，と再定式化した，(4.56)と (4.59)の非線形固有値問題に，ブロッ
ク版 SSMを適用して HFの実効屈折率 neff の打ち切りモード次数 Mc 依存性を調査し，従来の定
式化よりも，大きい Mc を設定できることを確認する．また，従来よりも積分路をブランチポイン
ト (BP)に近付けられることを確認する．
図 4.5 に示すような，空孔数 Nc = 6 の HF を考える．部材の屈折率 n+ = 1.45，空孔の屈折率
n− = 1，空孔の直径 d，規格化した空孔間距離 Λ = 1.35d，k0d = π/0.145 とする．SSM のパラ
メータは，中心 o/k0 = 1.4385，半径 ρ/k0 = 0.001，標本点数 Ns = 256，L = 10，M = 1とした．




算には，Advanpix Multiplecision Computing Toolbox [74]を用いた．
4.3.1 計算精度と計算時間
計算精度低下の原因を確認する．表 4.1は，複素 neff平面上の標本点 neff = 1.439499924701839+
j1.227153828571993×10−5 における δm，REEi,m の値のモード次数 m 依存性を調べたものである．
m が大きくなるにつれて δm の値が大きくなり，REEi,m の値は小さくなっている．図 4.6，4.8，4.7
に，表 4.1と同じパラメータでの T−1V の全要素の相対誤差を示す．ここで，横軸の番号は，T−1V
の (p,q)要素を p+N(q−1)とした．ここに N は，(4.52)と (4.59)では N = 2Nc(2Mc +1)，(4.56)
では N = 4Nc(2Mc +1)である．真値は 8倍精度で計算し，乱数行列 V は 8倍精度と倍精度で同じ
シード値により生成した．Mc = 10では，従来の定式化，Type B，Type Aでは，相対誤差が実部，
虚部の両方で 10−7，10−6，10−9 以下である．しかしながら，Mc = 30では，実部，虚部の相対誤
差が最大で，従来の定式化 (4.52)では 1012，Type Bでは 10−4，Type Aでは 10−9 以下である．
図 4.9に，従来の (4.52)中の係数行列 T の条件数 cond(T )の分布を示す．ブランチポイント BP
は，n+ なので (1.45,0)である．通常は，導波モードの実効屈折率 neff を求めるので，複素 neff 平
面上の長方形領域，1.435 ≤ Re(neff)≤ 1.45かつ 0.01 ≤ Im(neff)≤ 0.01，を示した．BP付近で条
件数が大きくなっている．(a)に示したMc = 5よりも (b)に示すMc = 10の方が条件数が大きい範
囲が広い．
図 4.10 に HEa21 モードの分散特性値の相対誤差の打ち切りモード次数 Mc 依存性を示す．真値
は 8 倍精度演算結果を 34 桁に丸めたものであり，Mc についての収束は，それぞれ，neff は 21
桁，vg/c0 は 18 桁，D は 12 桁収束しており，neff = 1.438444831966682954777999467553242，
vg/c0 = 0.684624623147550035634336771517231，D = 45.16612436576880655527129382439220
である．(a)では，従来の定式化では Mc = 14から，Type Aでは Mc = 17から相対誤差が大きく
なり，以降のMc の相対誤差の最大はそれぞれ 10−4，10−8 程度となっている．他方，Type Bでは
Mc が 17から 28までの相対誤差は 10−17 から 10−14 の間に収まっている．
表 4.2(a)(b)(c) は，それぞれ，HE21，TM01 モードの実効屈折率 neff，規格化群速度 vg/c0，群
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速度分散 D の打ち切りモード次数 Mc 依存性をまとめたものである．OPA で計算した TM01，
HE21 モードの Re(neff) は，それぞれ，Mc = 24 で 23，22 桁収束している．DPA の従来の定
式化，Type B，Type A の値は，Mc = 14 で 14 桁，OPA の TM01 モードの収束した 23 桁の値
Re(neff) = 1.4383649341788739965206 と一致している．HE21 モードの OPA の収束した 22 桁
の値 neff = 1.438444831966682954778 と，従来の定式化では Mc = 14，Type A と Type B では
Mc = 16で，それぞれ，14，15桁一致する．また，従来の定式化と Type Aは Mc が増加するにつ
れて，OPAの計算結果との一致桁数が減少していくが，TypeBは Mc = 28でも 14桁，OPAの結
果と一致している．
OPAの群速度 vg/c0 は，TM01 と HE21 モードともに 19桁収束している．従来の定式化，Type
B，Type Aは，TM01 モードでは，Mc = 10でそれぞれ 13，14，13桁，HE21 モードでは，Mc = 12
でそれぞれ，12，16，14 桁 OPA の値と一致する．OPA の群速度分散 D は，TM01 と HE21 モー
ドはどちらも，13 桁収束している．従来の定式化，Type B，Type A の値は，TM01 モードでは
Mc = 10でそれぞれ，7，8，9桁，HE21 モードではMc = 10でいずれも 8桁 OPAの値と一致して
いる．
図 4.11は，縮退する HE21 モードの実効屈折率の実部の差 |Re(naeff −nbeff)|の打ち切りモード次
数 Mc 依存性を調べたものである．ここで，差が 10−16 以下は省略してある．差の大きさが 10−15
よりも大きくなる Mc の範囲は，従来，Type A，Type Bの定式化の順に，12，17，20以上となっ
ている．
図 4.12に，HE21 モードの実効屈折率の実部の差 |Re(naeff −nbeff) |の BPと積分路の距離 dBP 依
存性を示す．dBP = 1.45− (ρ/k0 + o/k0) であり，SSM の求解領域円の半径 ρ/k0 は 0.01 に変更
し，L = 32とし，打ち切りモード次数 Mc は．図 4.11に示した誤差が小さな Mc = 10とした．従
来と Type A，Type Bの定式化では，dBP が 6×10−3，1×10−3 より小さくなると差が大きくなっ
ている．
以上まとめると，計算精度が同じであれば，Type Bの定式化は実効屈折率，規格化群速度，群
速度分散のいすれも，他の 2つ定式化より Mc の上限の制約を緩和できることを確認した．また，
Type A と Type B の定式化は BP の積分路を近づけても小さい 2 重縮退の実効屈折率差で計算で
きる．
4.3.2 それぞれの定式化における計算時間
図 4.14に，従来，Type A，Type Bの定式化における計算時間の打ち切りモード次数 Mc 依存性
を示す．計算時間は，実効屈折率 neff，規格化群速度 vg/c0，群速度分散 Dの計算を 50回反復した
平均計算時間である．計測に用いた計算機は，CPUが Intel Xenon Gold 6140 2.3 GHz，主記憶容




まとめると，従来と Type Bの定式化は同程度の計算時間で，大きいMc の値では Type Aは NEP
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の行列サイズが他のものの 2倍のため計算時間が長くなる．
4.3.3 SSMパラメータの M の決定
次に，自動最適化設計を行う場合に，決定する SSMのパラメータ数を減少させるために，モー
メント次数 M について検討する．縮退モードである HE21 モードに着目し，TypeBのMMの定式
化にブロック版 SSMを適用して，SSMパラメータのモーメント次数 M について検討する．
図 4.15に，HE21 モードの縮退実効屈折率差 |Re(naeff −nbeff)|のモーメント次数M 依存性を示す．
ここで，MMの打ち切りモード次数 Mc = 10とし，求解領域円の中心 o/k0 = 1.43,1.436,1.439と
し，各求解領域円内の全固有値数は 12であり，M×L = 16,24,32としてM が 1 ≤ M ≤ 16の範囲
でM の依存性を調査した．全ての求解領域円とM×Lにおいて，モーメント次数M が大きくなる
につれて縮退実効屈折率差が増加しており，M が小さいほうが縮退実効屈折率差が小さい．加え
て，M×L = 32をみると，同じ M の値で求解領域円が BPに近づくにつれて縮退実効屈折率差が
増加する．


















表 4.1 γ/k0 = 1.439499924701839+ j1.227153828571993× 10−5 における δm，REEi,m の値のモー
ド次数 m依存性
m δm REEi,m
5 −6.73×109 − j4.72×106 −2.10×10−6 − j2.44×10−3
10 5.99×1015 − j7.14×1013 8.94×10−14 − j8.73×10−12
15 −5.59×1022 + j1.00×1021 1.27×10−24 − j7.81×10−23
20 1.16×1030 − j2.79×1028 4.27×10−37 − j1.93×10−35
25 −3.49×1037 + j1.05×1036 1.00×10−50 − j3.5×10−49
























図 4.10 HEa21 モードの分散特性の相対誤差の打ち切りモード次数 Mc 依存性 (a)実効屈折率の実
部 Re(neff)(b)規格化群速度 vg/c0(c)群速度分散 D
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表 4.2 HE21，TM01 モードの分散特性 (Re(neff)，vg/c0，D)の打ち切りモード次数 Mc 依存性
(a) 実効屈折率の実部 Re(neff)
Octuple Precision
mode Mc Conventional Type B Type A Conventional
TM01 4 1.438387193748028 1.438387193748028 1.438387193748028 1.43838719374802799700865840041
6 1.438364999986901 1.438364999986901 1.438364999986901 1.43836499998690139629393365606
8 1.438364934613164 1.438583649043395 1.438364934613164 1.43836493461316368094556529475
10 1.438364934181073 1.438583647297220 1.438364934181073 1.43836493418107283137885164629
12 1.438364934178975 1.438583647292362 1.438364934178975 1.43836493417897547079377689800
14 1.438364934178885 1.438364934178875 1.438364934178875 1.43836493417887479551474727437
16 1.438364934179518 1.438364934178874 1.438364934178874 1.43836493417887402104139734136
18 1.438364934197928 1.438583647291423 1.438364934178873 1.43836493417887399792989631260
20 1.438364933754672 1.438583647291423 1.438364934178860 1.43836493417887399653833218146
22 1.438364929149365 1.438364934178874 1.438364934179032 1.43836493417887399652219458322
24 1.438365172610425 1.438583647291422 1.438364934178256 1.43836493417887399652066780076
26 1.438562264048777 1.438364934178878 1.438364934098087 1.43836493417887399652063003925
28 1.438490460449610 1.438364934179089 1.438364934441528 1.43836493417887399652062884552
HE21 4 1.438446470491446 1.438446470491446 1.438446470491446 1.43844647049144643275816507459
6 1.438445068014331 1.438445068014331 1.438445068014331 1.43844506801433131515172207770
8 1.438444832738064 1.438444832738064 1.438444832738064 1.43844483273806413213765338818
10 1.438444832010716 1.438444832010716 1.438444832010716 1.43844483201071574552902133103
12 1.438444831966863 1.438444831966862 1.438444831966862 1.43844483196686239190124650796
14 1.438444831966674 1.438444831966706 1.438444831966706 1.43844483196670559339389816089
16 1.438444831966811 1.438444831966683 1.438444831966683 1.43844483196668325554699361012
18 1.438444831975551 1.438444831966683 1.438444831966683 1.43844483196668296531813832842
20 1.438444829689854 1.438444831966683 1.438444831966839 1.43844483196668295518713025632
22 1.438444861635297 1.438444831966683 1.438444831966460 1.43844483196668295478623850519
24 1.438444854236113 1.438444831966681 1.438444831974851 1.43844483196668295477847999215
26 1.438449252025531 1.438444831966686 1.438444831973295 1.43844483196668295477813476083




mode Mc Conventional Type B Type A Conventional
TM01 4 0.6845749046762910 0.6845749046762818 0.6845749046762885 0.68457490467628963556199
6 0.6845744737339335 0.6845744737339311 0.6845744737339307 0.68457447373393486592621
8 0.6845744903993727 0.6845744903993899 0.6845744903993621 0.68457449039936581550457
10 0.6845744906518925 0.6845744906519320 0.6845744906518894 0.68457449065189027949497
12 0.6845744906514802 0.6845744906518160 0.6845744906518398 0.68457449065183955234345
14 0.6845744906528632 0.6845744906519682 0.6845744906519566 0.68457449065195360237052
16 0.6845744911287632 0.6845744906519651 0.6845744906519489 0.68457449065195247236424
18 0.6845745349851296 0.6845744906519561 0.6845744906522242 0.68457449065195248935193
20 0.6845733941274865 0.6845744906519349 0.6845744906486281 0.68457449065195248754583
22 0.6845757497209808 0.6845744906517756 0.6845744906457760 0.68457449065195248751291
24 0.6849363749088287 0.6845744906513768 0.6845744912518533 0.68457449065195248751139
26 0.5120941515726378 0.6845744906463693 0.6845744848251248 0.68457449065195248753456
28 0.6043059661492498 0.6845744903774384 0.6845754517161154 0.68457449065195248746614
HE21 4 0.6846250663600247 0.6846250663600215 0.6846250663600281 0.68462506636002591394296
6 0.6846246129278842 0.6846246129278441 0.6846246129278879 0.68462461292788957592357
8 0.6846246227751972 0.6846246227751959 0.6846246227752131 0.68462462277520823254432
10 0.6846246231348998 0.6846246231349103 0.6846246231349106 0.68462462313491054378341
12 0.6846246231486342 0.6846246231475507 0.6846246231475427 0.68462462314754252841220
14 0.6846246231316397 0.6846246231475389 0.6846246231475415 0.68462462314753768054404
16 0.6846246239653580 0.6846246231476586 0.6846246231475487 0.68462462314755001375229
18 0.6846246270010156 0.6846246231475446 0.6846246231475208 0.68462462314755003067844
20 0.6846211213726044 0.6846246231475580 0.6846246231461046 0.68462462314755003559771
22 0.6846188686355857 0.6846246231482204 0.6846246231106569 0.68462462314755003578588
24 0.6843104741154698 0.6846246231472335 0.6846246211353741 0.68462462314755003578273
26 0.6927664252071054 0.6846246231404080 0.6846246215793796 0.68462462314755003577531




mode Mc Conventinal Type B Type A Conventional
TM01 4 45.61145527355093 45.61145525933240 45.61145527122423 45.611455268488652297
6 45.55783633707450 45.55783626214403 45.55783634082676 45.557836329000348037
8 45.55758399552656 45.55758425255716 45.55758404388638 45.557584028735036661
10 45.55758155257117 45.55758240108156 45.55758205460524 45.557582033186773373
12 45.55758321611022 45.55758224485882 45.55758205879037 45.557582047284611800
14 45.55773737053152 45.55758210190694 45.55758206892001 45.557582047676656849
16 45.55324802718967 45.55758215230994 45.55758205415089 45.557582047714568418
18 44.68516529045372 45.55758202178723 45.55758558853399 45.557582047714899219
20 54.17153844612093 45.55758206940584 45.55750289306454 45.557582047714944418
22 -45.20135605987367 45.55757878461258 45.55752184300797 45.557582047714945247
24 -9560.690368554407 45.55757548029111 45.56362658185739 45.557582047714949686
26 10804390.25747009 45.55750960620834 45.41555514165317 45.557582047714861631
28 14089194.42154044 45.55409945850004 63.89411042596602 45.557582047717237109
HE21 4 45.16463734970294 45.16463737147431 45.16463735851579 45.164637377374840077
6 45.16677786988326 45.16677763046259 45.16677785886799 45.166777878204502370
8 45.16612718804162 45.16612736450157 45.16612710401537 45.166127130855934069
10 45.16612454195575 45.16612451287542 45.16612449575112 45.166124519044535585
12 45.16612067614768 45.16612430524442 45.16612434496157 45.166124365366108874
14 45.16613824330907 45.16612428879428 45.16612434477505 45.166124365814767905
16 45.15269611115816 45.16612531113799 45.16612434131036 45.166124365762503955
18 45.19033237791585 45.16612421798314 45.16612427262317 45.166124365761965318
20 136.1438708012666 45.16612409789206 45.16610646446746 45.166124365761981777
22 527.2057331785794 45.16613348642533 45.16563700745658 45.166124365761979942
24 7453.116095592150 45.16611203704051 45.13459285814849 45.166124365762018396
26 -1067191.235280158 45.16603749185467 45.12100617897731 45.166124365762259654
28 14952862.79329971 45.15989180028310 45.93473927707455 45.166124365768806555
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図 4.11 HE21 モードの実効屈折率の実部の差 |Re(naeff −nbeff) |の打ち切りモード次数 Mc 依存性
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図 4.12 HE21 モードの縮退実効屈折率差 |Re(naeff −nbeff) |の dBP 依存性
図 4.13 HE21 モードの実効屈折率 naeff 分布と SSMの積分路
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図 4.14 計算時間の打ち切りモード次数 Mc 依存性
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図 4.15 HE21 モードの縮退実効屈折率差 |Re(naeff −nbeff)|のモーメント次数 M 依存性








の一つに完全整合層 (Parfectly matched layer:PML) [29–31]があるが，PMLの最適なパラメータを
決定するのは難しく，経験的に定めている．
ハイブリットトレフツ有限要素法 [81, 82]は，プレート曲げ問題などの力学の問題 [19, 83]やポ


















fiberと Holey fiberの数値解析例から，その妥当性と有用性を示す．Step-index fiberでは，解析解




図 5.1 に示すような，z 方向に一様で無限に長い光導波路断面を考える．ここに，円盤領域
Ωt,1(r ≤ r1)，円環領域 Ωc(r1 ≤ r ≤ r2)，無限領域 Ωt,2(r2 ≤ r)の屈折率を定数 nt,1，nc(x,y)，nt,2
とする．領域の境界 r = r1，r = r2 を，それぞれ，境界 Γ1，Γ2 とする．単一角周波数 ω で振動し，
z方向に伝搬する電磁界 Ψ(x,y,z, t)は，
Ψ(x,y,z, t) = ψ (x,y)e− jγze jωt (5.1)
と表せる．ここで，Ψ は電界ベクトル E もしくは磁界ベクトル H，γ = β − jα は複素伝搬定数で
実部 β は位相定数，虚部 α は減衰定数である．電磁界は波動方程式，










{(∇×E t) · (∇×E )− k20n(x,y)2E t ·E}dxdy+ jωµ
∫
Γ1∪Γ2
{(E t − Ẽ t)×H} · n̂ds, (5.3)
図 5.1 光導波路断面構造
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である．ここで，µ は透磁率，Ω = Ωt,1 ∪Ωc ∪Ωt,2 は断面の全領域，n̂は外向き単位法線ベクトル，




領域 Ωc は不均質領域であるため，従来のエッジ節点要素に分割する．この要素内の，電界 E
を，多項式関数で補間する，
E = {N t}T{Et}+{Nz}{Ez}ẑ． (5.4)






Ẽ = {Ñ t}T{Ẽt}+{Ñz}T{Ẽz}ẑ． (5.5)






































{E t × (∇×E )} · n̂ds+
∫
Γt,i
{Ẽ t × (∇×E )} · n̂ds, (5.7)
となる．ここに，Trefftz要素内の補間関数は波動方程式 (5.2)を満足する波動関数を用いた．
結局，導波路断面に関する汎関数は，
































領域 Ωc の FEM行列表示式 (5.9)を近似計算する．領域 Ωc は従来のエッジ節点要素で分割し，
(5.4)から FEM行列を得る．次に，領域 Ωt,1，Ωt,2 の HTFEM行列表示式 (5.10)を考える．図 5.1



















m はm次の第 2種ハンケル関数，κ2i =(k20n2t,i−γ2)




























Γi 上のフレーム界は，接線成分が ϕ なので，
Ẽ = {Ñϕ}T{Ẽϕ}ϕ̂ +{Ñz}T{Ẽz}ẑ, (5.16)
と近似する．ここで，ϕ̂ は ϕ 方向の単位ベクトルである．(5.11)∼(5.16)を (5.10)に代入すると，





























であり，M = 2(2Mc +1)，N は境界 Γi 上の離散化した電界の Eϕ，Ez 成分の個数である．(5.20)の
小行列 [G11]，[G22]の対角要素 g11,p，g22,p は m =−Mc,−Mc +1, · · · ,Mc −1,Mc，下添え字 pは対































である．ここで，∑e は境界 Γi 上の線要素の重ね合わせ，列ベクトル {l12,p}T，{l21,p}T，{l22,p}T
の p番目の要素は，
















である．(5.17)を未知展開係数ベクトル {Ci}t と {Ci}について，変分を取り，得られた関係式を用
いると，(5.17)は，





[T (γ)]{E}= {0}， (5.31)
を得る．(5.31) は固有値を γ，固有ベクトルを {E} とした非線形固有値問題である．{E} は，領
域 Ωc 中の全てのエッジ節点要素の離散化電界ベクトル {Eϕ}，{Ez}からなる．非線形固有値問題
(5.31)は SSM [37–40, 45]を用いて解く．
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5.3 数値計算例
本節では，Step index fiber(SIF)，円状空孔を有する HFと 3つの環状空孔を持つ HF，楕円状空
孔を有する HFに，HTEFEMの適用する．一様領域 Ωt,1 と Ωt,2 をそれぞれ Trefftz要素 1個で分
割し，不均質領域 Ωc は有限要素で分割した．数値計算は，Multipole Methodは C＋＋，HTFEM
はMATLABを用いた．
5.3.1 Step Index Fiber
図 5.2に示すような Step index fiberを考える．r1 = r2 = 10 µm，屈折率 nt,1 = 1.444，nt,2 = 1.441，
波長 λ = 2π/k0 = 1.55 µmである．
表 5.1 に，HE11 モードの実効屈折率 neff の Mc 依存性を示す．HE11 モードは 2 重縮退の導波
モードであり，実効屈折率の虚部は原理的には零となる．Mc = D f のとき，実効屈折率が解析解と
一致している．Mc = 152では，ハンケル関数 H
(2)
m (κ2r1)の値が倍精度浮動小数点数の表現の上限
よりも大きな値となるため計算精度が低下している．表 5.2 に，HE11 モードの実効屈折率の D f
依存性を示す．Mc = D f とした．実効屈折率は D f = 16で収束しており，解析解と一致している．
倍精度演算では D f = Mc > 96で精度が低下する．これは，4倍精度演算による実効屈折率は解析
解と一致しているおり，高次ハンケル関数値の計算でオーバーフローが原因である．
以上まとめると，D f = Mc とすることで，HTFEM解析が高精度で行えることが，空間高調波の
打ち切り次数 Mc を大きくしすぎると，ハンケル関数値が不正確となり解析精度が低下する．
5.3.2 円柱の空孔を有する Holey fiber
図 5.3に示すような，部材が無限に広がっている空間に，円柱空孔が六角形状に配置され，六角形
の数を NR，空孔の数を Nc = 3NR(NR+1)としたHFを考える．ここで，空孔の直径 d = 5 µm，空孔
間距離 Λ = 1.35d，距離 r1 = 0.8d，距離 r2 = (0.6+1.4NR)d，部材の屈折率 ns = nt,1 = nt,2 = 1.45，
空孔の屈折率 n0 = 1，波長 λ = 1.45 µmとした．HTFEMの領域 Ωc は 9節点 12辺のエッジ節点
長方形要素で分割する．FEM-TBC [80]は，r = r3 の境界 Γ3 に透明境界条件を課した．
表 5.3に，HE11 モードの実効屈折率の自由度数 (Degrees of freedom:DOF)依存性を示す．ここ
で，De は領域 Ωc 中のエッジ節点長方形要素数であり，Mc = D f である．実効屈折率の実部と虚
部の値は，D f ≥ 72でそれぞれ，8桁，10桁一致する．
表 5.4は，実効屈折率の空孔層数 NR 依存性を調べたものである．HTFEMでは Mc = D f = 72，
De = 4320とした．DOFは 52128である．MMの Fourier-Bessel級数の展開次数は −16から 16
までとした．Uranusと Hoekstra [80]による FEM-TBCでは，r3 = 10 µmの円上に TBCを課し，
対称境界条件を適用して，半径 r = 10 µmの 4分の 1の解析領域で，1648個の三角形要素で計算し




図 5.4 に，実効屈折率の波長依存性を示す．部材の屈折率 ns は，純シリカの Sellmeier’s 方程










5.3.3 環状型 Holey fiber
図 5.5 に示すような環状空孔を有する Holey fiber を考える [80, 89, 90]．ここで，r1 = 1 µm，
r2 = 2 µm，角度 θv = 108 deg として，3 回対称性を有するように配置した．部材の屈折率
ns = nt,1 = nt,2 = 1.44402362，空孔の屈折率 n0 = 1 とし，動作波長 λ = 1.55 µm である．表 5.5
に，実効屈折率の計算結果を示す．HTFEMの計算では，Mc = D f = 120とし，領域 r1 ≤ r ≤ r2 を
エッジ節点要素で 1800分割した．DOFは 22080である．FEM-PMLの計算では，領域 r3 ≤ r ≤ r4
中は円柱座標系の PMLとして，r = r4 を完全導体 (Perfect electrical conductor:PEC)とし閉領域化
する．FEM-PMLの計算は，COMSOL MultiPhysicsで行い，対称境界条件を課し解析領域を半径









ds = λ fq(r)− (r− r3), (5.34)
である．ここで，スケーリング因子 s = 2，曲率パラメータ q = 1，半径 r3 = 2.5 µm，PML厚み
tPML = 2.5 µmとした．FEM-TBC [80]の計算結果は，半径 r3 = 2.5 µmの半円を解析対象として，
三角形要素で 1937分割した．HTFEM，FEM-PML，FEM-TBCの結果は，小数点以下 4桁一致し
ている．HE11，HE21 モードの，HTFEMの結果は，対称条件を適用せずに，他の 2つの方法より
も少ない要素数で 10桁一致している．これは，HTFEMでは均質なコア領域 Ωt,1 に Trefftz要素
を適用しているので，要素分割の非対称性の影響を受けないためである．表 5.6 に計算時間を示
す．計算時間は，HE11 モードを，それぞれ 10回計算した平均値とし，SSMのパラメータ，中心
o/k0 = 1.355，半径 ρ/k0 = 0.015，標本点数 Ns = 16，L = 8，M = 1とした．FEM-PMLの計算に
は Comsol multiphysicsを用いて，アダプティブメッシュの，最大反復回数を 2とした．FEM-PML
の方が計算時間が HTFEMよりも短い．ここでは，HTFEMに対称条件を課さなかったが，対称条
件を課すことで，計算時間は短くなる．計算時間は，CPUが Intel Xenon Gold 6140 2.3 GHz，主
記憶容量が 96 GBの計算機を使用して調べた．
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5.3.4 楕円状と円状の空孔を有する Holey fiber
図 5.6に示すような楕円と円の空孔が六方格子状に配置されている Holey fiberを考える．ここ
で，円の直径 d = 5 µm，楕円の短径 a = d，長径 b = 1.4d，中心間隔 Λ = 1.35d とし，r1 = 0.8d，
r2 = 3.4d，空孔の屈折率 n0 = 1，部材を純シリカとして屈折率 ns = nt,1 = nt,2 は Sellmeier 方程
式 [88]で計算した．HTFEMは，Mc = D f = 72，領域 Ωc はエッジ節点 4角形要素で 7896分割し
た．DOFは 95040である．















表 5.1 SIFの HE11 モードの実効屈折率の Mc 依存性
D f Mc neff























表 5.2 SIFの HE11 モードの実効屈折率の D f 依存性
D f = Mc neff (double-precision) neff (quadruple-precision)
16 1.44325334418741− j1.94×10−16 1.44325334418741− j8.05×10−35
32 1.44325334418741+ j2.00×10−16 1.44325334418741+ j5.49×10−35
48 1.44325334418741− j3.07×10−16 1.44325334418741+ j1.55×10−33
64 1.44325334418741+ j4.41×10−16 1.44325334418741− j1.35×10−31
80 1.44325334418741+ j4.43×10−18 1.44325334418741+ j4.26×10−32
96 1.44325334418746+ j1.32×10−14 1.44325334418741− j1.01×10−32
112 1.44325334418736+ j1.39×10−15 1.44325334418741− j1.10×10−30
128 1.44325334418737− j1.21×10−14 1.44325334418741+ j3.90×10−32
144 1.44325334418751− j1.77×10−13 1.44325334418741− j1.37×10−31
152 1.44325334418729+ j1.23×10−13 1.44325334418741+ j6.46×10−31
Analytic solution 1.44325334418741
表 5.3 HFの HE11 モードの実効屈折率の DOF依存性
D f De DOF neff
12 120 1488 1.445400086− j4.2218×10−8
24 480 5856 1.445389826− j3.1575×10−8
36 1080 13104 1.445394060− j3.1767×10−8
48 1920 23232 1.445395013− j3.1868×10−8
60 3000 36240 1.445395260− j3.1907×10−8
72 4320 52128 1.445395325− j3.1924×10−8
84 5880 70896 1.445395335− j3.1932×10−8
96 7680 92544 1.445395330− j3.1936×10−8
108 9720 117072 1.445395320− j3.1939×10−8
120 12000 144480 1.445395310− j3.1941×10−8
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表 5.4 HFの実効屈折率の NR 依存性
NR Nc Mode HTFEM MM FEM-TBC [80]
1 6 HEa11 1.445395325− j3.192×10−8 1.445395232− j3.195×10−8 1.4453935− j4.11×10−8
HEb11 1.445395325− j3.192×10−8 1.445395232− j3.195×10−8 1.4453931− j4.12×10−8
TE01 1.438583788− j5.309×10−7 1.438583647− j5.311×10−7 1.4385760− j3.97×10−7
HEa21 1.438445016− j9.718×10−7 1.438444832− j9.731×10−7 1.4384376− j7.11×10−7
HEb21 1.438445016− j9.718×10−7 1.438444832− j9.731×10−7 1.4384419− j7.13×10−7
TM01 1.438364824− j1.414×10−6 1.438364934− j1.416×10−6 1.4383622− j1.03×10−6
2 18 HEa11 1.445395135− j4.721×10−15 1.445395179− j4.761×10−15
HEb11 1.445395135− j4.746×10−15 1.445395179− j4.921×10−15
TE01 1.438583069− j6.834×10−13 1.438583575− j6.848×10−13
HEa21 1.438444441− j1.866×10−12 1.438444642− j1.883×10−12
HEb21 1.438444441− j1.866×10−12 1.438444642− j1.883×10−12
TM01 1.438364542− j3.106×10−12 1.438364640− j3.142×10−12
3 36 HEa11 1.445394818− j2.286×10−16 1.445395179− j2.942×10−17
HEb11 1.445394818− j3.713×10−15 1.445395179− j2.549×10−16
TE01 1.438581552+ j1.100×10−15 1.438583575+ j3.197×10−17
HEa21 1.438443541+ j1.429×10−16 1.438444642− j4.826×10−17
HEb21 1.438443541+ j1.369×10−15 1.438444642+ j9.395×10−17




















































図 5.4 空孔数 6の HFの実効屈折率の波長依存性
119
図 5.5 環状空孔 HFの断面構造
表 5.5 環状空孔 HFの実効屈折率
Mode HTFEM FEM-PML FEM-TBC [80]
HEa11 1.35589245863− j5.0141697×10−5 1.355890424− j5.0148043×10−5 1.35580− j4.95×10−5
HEb11 1.35589245858− j5.0141677×10−5 1.355890444− j5.0148485×10−5 1.35581− j4.96×10−5
TE01 1.23963342633− j5.1421678×10−4 1.239630232− j5.1429064×10−4 1.23950− j5.67×10−4
TM01 1.21651970894− j1.9514634×10−3 1.216524965− j1.9514576×10−3 1.21655− j1.96×10−3
HEa21 1.21491141708− j1.2444588×10−3 1.214907132− j1.2446519×10−3 1.21480− j1.11×10−3
HEb21 1.21491141744− j1.2444606×10−3 1.214907146− j1.2446604×10−3 1.21479− j1.11×10−3
表 5.6 実効屈折率の計算時間
HTFEM FEM-PML
25.4 s 14.9 s
120
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